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第 八 章 声 音 


§ 63， 声波 | 

现在 我 们 来 研究 可 压缩 流体 的 访 动 , 并 县 从 研究 小 振动 开始 ; 
可 压缩 流体 中 的 小 幅度 振动 称 为 声波 ， 在 流体 的 每 一 点 中 ， 声 波 
导致 了 交替 出 现 的 压缩 和 稀 玻 . 

既然 振动 是 微小 的 , 速度 2 也 就 很 小 ， 因 此 欧 拉 方程 中 的 一 
项 (wv:V)v 可 以 略 去 不 计 ， 由 于 同样 的 道理 ,流体 中 的 密度 和 压力 
的 相对 变化 也 是 小 量 ,我们 可 以 把 变 了 和 4 写成 下 面 的 形式 : 

p=po+p, p=po+p's (63. 1) 

式 中 , po。 和 2 是 密度 和 压力 不 变 的 平衡 值 , p' 与 2 是 声波 中 密度 
和 压力 的 改变 量 (p' po,7' 全 po)， 将 (63.1) 代 入 连续 方程 9p/9t 
十 V. (pV) =0, 并 略 去 二 阶 小 量 (2 和 是 一 阶 小 量 ), 它 就 变 为 


p+ poV: v=0. (63. 2) 


在 相同 的 近似 程度 上 , 欧 拉 方 程 
ov ve 
SVD = 二 
可 化 为 
go 1 ， 
ps 一 0. (63. 3) 
经 线性 化 的 运动 方程 组 (63. 2) 和 (63. 3) 适 用 于 声波 传播 的 条 
件 是 : 与 声速 相 比 ， 声 波 中 流体 质点 的 速度 必须 是 小 量 ， 即 "< 和 5. 
这 一 条 件 , 比方 说 , 可 以 从 C< 攻 oo 这 一 必要 条 件 得 出 (参看 下 面 的 


公式 (63, 12))。 
9 1 ?* 





方程 组 (63. 2) 和 (63. 3) 含 有 未 知 邱 数 2,?' 和 p'， 为 了 消去 
其 中 一 个 未 知 函数 ,我 们 注意 到 ,正如 理想 流体 中 的 任何 其 它 运 动 
形式 一 样 , 理想 流体 中 的 声波 是 绝热 运动 ， 因 此 , 压力 的 微小 变化 
2 ”和 密度 的 微小 变化 2” 之 间 的 关系 为 


p =( 部 ) p'. (63. 4) 
按照 这 个 方程 ,把 p' 代 进 (63. 2), 就 得 到 
9p’ ap _ 
+p(PBE) Yo=0 (63. 5) 
包含 未 知 函数 名 和 7p' 的 两 个 方程 (63. 3) 和 (63. 5), 完 全 地 描述 了 


声波 的 运动 ， ; | 
为 了 将 所 有 的 未 知 量 用 其 中 一 个 未 知 量 来 表示 ， 方 便 的 办 法 
是 引入 速度 势 0=Vp， 由 方程 (63. 3) 我 们 可 以 得 到 
ep (63. 6) 


此 式 表示 了 ? 与 $ 的 关系 (为 简便 起 见 ,今后 将 省 略 去 pe 和 po 中 
的 下 标 )， 于 是 , 由 (63. 5) 可 得 出 速度 势 $ 必须 满足 的 方程 
OD A (63.7) 
这 里 ,我 们 引用 了 符号 四 
c= 必 号) . (63. 8) 

形式 象 (63. 7) 的 方程 称 为 波动 方程 . 对 (63. 7) 作 用 梯度 算 符 ,就 会 
发 现 ， 速 度 的 三 个 分 量 满足 回 样 形式 的 方程 ;而 将 (63.7) 对 时 
间 微 分 , 则 可 看 出 压力 有 (因而 还 有 p') 也 满足 波动 方程. 

现在 考虑 这 样 的 声波 ; 其 中 所 有 的 量 只 依赖 于 一 个 坐标 (比方 
党 ,x), 也 就 是 说 , yz 平面 内 的 流动 是 完全 均匀 的 ， 这 样 的 波 称 为 
平面 波 ， 波 动 方程 (63. 7) 变 为 
y 2 仿 





9 1 9 $y | 3 
5 63.9) 
为 解 此 方程， 我 们 用 新 变量 x—ct, n= z+ot 代 换 x 和 容 
易 看 出 ， ,用 了 这 些 变量 ,方程 呈 .9) 变 为 


对 上 积分 这 个 方程 ,得 到 9$/97 二 了 (m7)， 其 中 了 0) 是 7 的 任 音 急 
数 ， 再 积分 一 次 , 便 得 $= 二 有 (D+ fl), 这 里 ， 轧 和 7 为 其 自 变 
量 的 任意 函数 ， 因 此 ， 

$= fi(z~et)+ f(rt+ ot). (63. 10) 
平面 波 中 的 其 它 量 (p', p'， 中 的 分 布 ， 也 可 以 用 同样 形式 名 函数 
表示 ; 

为 明确 起 见 ， Re p' i ct). 若 
设 户 =0, 则 有 0 一方 (z 一 * 久 ,这 个 解 的 意义 是 明显 的 : 在 任何 
z= 常 数 的 平面 内 , 密度 随时 间 而 变化 , 而 在 任何 给 定 的 时 刻 , 密度 
因 zx 的 改变 而 不 同 ;但 是 , 对 于 满足 z 一 ct= 常 数 ,或 + 二 常数 十 ct 
的 坐标 x 和 时 间 i， 密 度 是 相同 的 ， 这 就 表明 ， 如 果 在 某 -- 时 刻 
;=0, 某 点 上 的 流体 密度 取 某 确定 值 , 那么 , 经 过 时 间 t 以 后 ,密度 
的 同一 值 就 会 在 另 一 点 上 出 现 ， 而 读 点 与 原先 那 点 沿 x 轴 的 距离 
为 ct， 声波 中 所 有 其 它 量 也 有 同样 的 情况 ， 所 以 ,这 种 流动 图 象 
是 以 速度 。 治 着 x 轴 方 向 在 介质 中 传播 的 ,c 称 为 声速 . 

这 样 ,fi(z 一 ct) 就 表示 沿 x 轴 正 方向 传播 的 平面 行 波 . 显 然 ， 
f(z 十 ct) 表示 沿 相反 方向 传播 的 波 ， 

在 平面 波 内 , 速度 0 一 V4 的 三 个 分 量 中 ， 只 有 vw 二 96 /3x 不 
为 零 ， 因 此 ， 声 波 中 的 流体 速度 是 沿 着 波 传播 的 方向 ， 由 于 这 个 
原因 , 我 们 说 流体 中 的 声波 是 纵波 . 

在 平面 行 波 中 ,速度 ws= ”和 压力 2 以 及 密度 p' 之 间 ， 存在 

。 3- 
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着 形式 简单 的 关系 . 设 $= 了 f(x 一 cet), 可 得 2=26/3xz= 了 f(z 一 ct) 
和 有 ee (z 一 ct). 对 比 这 两 个 表达 式 ,我 们 求 得 
ey 2 z \ 
2 


根据 (63. 4) 式 ,用 7'=c?p' 代入 上 式 ， 潜 认同 放 许 科 炬 民政 证 让 过 
妆 的 关系 : 


0 一 c (63. 12) 
p 


我 们 理 来 说 明 声 波 中 的 速度 和 温度 振动 量 之 间 的 关系 ， 已 知 
7' (97/7)p', 再 应 用 熟知 的 热力 学 公式 (371ap)。= (7/ep) 
(9V /37)s 和 公式 (63 J 即 得 
1 cBTv /cp 的 (63.13) 
其 中 ,B= (LAP) (9V /37), 是 热膨胀 系数 . 

公式 (63.8) 古 以 流体 的 绝热 压 纺 系 数 来 表示 声速 的 ， 而 绝热 
压缩 系数 与 等 温 压 纺 系 数 的 关系 , 可 由 下 面 的 热力 学 公式 给 出 : 


DIE 


现在 来 计算 理想 气体 中 芒 壤 束 下 想 气 本 从 状态 方程 是 ?VV 二 p/p 
= RT/4, 其 中 ,R 是 气体 常 碌 ,4 是 分 子 量 ”我 们 得 到 扑 速 的 表达 


式 为 
RT 
: oY (63. 15) 
式 中 表示 比值 cp/c,D， 因为 通常 只 是 随 温 度 略 有 改变 ， 故 可 
以 认为 气体 的 声速 是 和 温度 的 平方 根 成 正比 ， 当 温度 给 定时 ， 它 
和 压力 无 关 . 
有 -~ -种 很 重要 的 情形 即 所 谓 单 色 波 ,其 中 ， 了 有 的 时 时间 


、 团 需 要 指出 :气体 中 的 声速 与 分 子 的 平均 热 速度 为 同一 县 级 ， 
著 4 参 





的 周期 ( 谐 ) 函 数 . 通常 ， 这 些 函 数 更 宜 于 写成 一 个 复 变 最 的 实 部 
(参看 $ 24 的 起 始 处 )， 例 如 , 可 设 速 度 势 为 


z $=reLgo(z,y, 2)e '""], (63. 16) 
式 中 心 是 波 的 频率 ， 消 数 g 满足 方程 
Ad 十 号 加 一 0， (63. 17) 


该 式 是 将 (63. 16) 代 入 (63.7) 后 得 出 的 . 
现 考 虚 沿 x 轴 正 方向 传播 的 平面 单 色 行 波 ， 在 这 种 波 中 ， 所 
有 量 都 只 是 z 一 ct 的 函数 ,所 以 速度 势 的 形式 为 


从 -rej 4exp| — io(i—)| (63. 18) 
式 中 ，4 为 一 常数 ， 称 为 复 振幅 ， 用 实 常数 a 和 a 将 它 表示 为 
4 二 ae', 便 得 到 
$=acos(SE—otta ) . (63. 19) 
常数 a 称 为 波 的 振幅 , 余 芝 函 数 的 自 变量 称 为 位 相 ， 我 们 用 n 表 
示 波 传播 方向 的 单位 矢量 ,矢量 , 
k= n 一 2 (63. 20) 
C A 
称 为 波 矢 ， 用 该 矢量 表示 , (63. 18) 可 以 写 为 
4 一 re{f4exp[i(Rr 一 ob)]. (63. 21) 
” 单 色 波 是 非常 重要 的 ， 因 为 无 论 什 么 波 都 可 以 表示 成 具有 各 
种 波 和 和 频率 的 平面 单 色 波 的 和 加， 一 个 波 分 解 成 许多 单 色 波 ， 
就 是 展 成 一 个 传 里 时 级 数 或 传 里 叶 积 分 (也 称 为 谱 分 解 )， 这 种 展 
开 式 的 项 称 为 波 的 单 色 分 量 或 伟 里 叶 分 量 、 


问 题 


问题 1 一 个 近乎 均匀 的 二 相 系 , 由 落 汽 及 基 浮 于 其 中 的 小 液 冯 〈“ 湿 燕 
+ $+ 


Ph Ee + 





汽 ”) 或 由 液体 及 其 中 的 小 燕 汽 泡 所 组 成 . 役 声 波 的 波长 比 体系 不 均匀 性 的 
尺度 大 得 多 , 试 求 该 体系 中 的 声速. z 
解 ， 在 二 相 系 中 , 2 和 不 是 独立 变量 ， 而 是 由 两 个 相 于 衡 方程 式 关联 

的 ， 体 系 的 压缩 或 稀疏 总 伴 有 一 个 相 到 另 一 个 相 的 针 变 、 设 < 是 体系 中 第 
一 相 所 占 的 百分比 ( 按 质 量 计算 )， 我 们 有 四 

8 一 (1 一 Z) 81 十 782， 

V=(1—7r)Vitzy,, 1D) 
式 中 ， 下 标 1 和 2 用 以 区 别 纯 属 第 一 相 和 第 二 相 的 有 关 量 ， 为 了 计算 导 
数 (27 /97) 我们 将 其 自 变 量 由 ?vs 变换 到 p,z, 得 到 


2 2 2V 28 
5-). -和 %). -( 入 二 5 / 如); 
于 是 ,以 (1) 式 代入 ,就 给 出 
2V dV Qs2 
7)= 二 人 ) 呈 | 
Ss -2)| 名 :一 (二 二 人 中 四 (2) 
利用 公式 (63.8), 可 从 (1) 和 (2) 两 个 式 子 求 出 声速 . 

把 上 面 对 压 力 的 全 导数 展开 ， 引 入 由 第 一 一 相 转 变 到 第 二 相 的 潜 热 [9 二 了 
(8s; 一 81) ]; 并 利用 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 , 求 出 沿 相 - 平衡 曲线 的 导数 dp/d7 
rap/aT =p/T(V,—Y))], 我 们 就 得 出 (2) 式 中 第 一 个 方 括号 内 的 表达 式 ， 其 

形式 为 








($7) 二 3) (V,— -VD ~ (Va, 


对 第 二 个 方 插 号 , 可 作 类 似 的 变换 . 
设 第 一 相 是 液体 , 第 二 相 是 蒸汽 ;并 假设 蒸汽 是 理想 气体 ， 比 容 三 与 比 
容 P: 相 比 可 以 略 去 不 计 ， 如 果 z 和 1I( 液 体 中 含有 一 些 燕 汽 泡 )， 则 可 求 得 
声速 四 
2 qupV! . (3) 
RT cp,T : 
式 中 ,RR 是 气体 常数 ,4 是 分 子 量 . 一 般 说 来 ,这 个 速度 是 很 小 的 。 因 此 ， 妆 
液体 中 形成 蒸汽 泡 ( 空 穴 现象 ) 时 ,声速 会 突然 急剧 下 降 . 
如 果 (1 一 72) 安 1( 燕 汽 中 含有 一 些 液 泣 ), 就 得 到 


2 cp27 本 Se 
下 | 


】 
"nN 
和 





将 此 声速 和 纯 气 体 中 的 声速 (63. 15) 对 比 ,我们 发 现 ,此 处 由 于 加 进 第 一 相 也 
使 c 值 不 小 ,尽管 正 小 得 并 不 显著 . 

当 z 从 0 增 大 到 1 时 ,声速 从 (3) 式 的 值 单 调 地 增 大 到 (4) 式 的 值 ， 对 于 
z=0 和 z=1 来 说 , 当 系 统 从 单 相 系 转变 为 二 相 系 时 ,声速 就 会 发 生 跃 变 . 其 
结果 是 ,对 于 非常 接近 于 零 或 1 的 z 值 ,即使 声波 是 小 振幅 的 ,也 不 能 再 用 通 
常 的 线性 声学 理论 ; 在 这 种 情况 下 ， 声 波 产 生 的 压缩 和 稀 朴 将 伴随 有 单 相 系 
和 二 相 系 之 闻 的 转变 ,因而 声速 为 常 值 的 基本 假设 就 不 再 继续 成 立 了 . 

问题 2 设 将 气体 加 热 到 很 高 的 温度 ,以 致 平衡 黑体 辐射 压力 变 得 与 气 
体 压力 大 小 相当 , 试 确定 此 时 气体 中 的 声速 . 

解 : 压力 为 

p=—nkT + TabT, 


而 炉 则 是 
-Ha 

在 这 些 表达 式 中 ， 第 一 项 与 粒子 有 关 ， 第 二 项 与 辐射 有 关 ; n 是 粒子 的 数 密 
度 ,m 是 粒子 质量 , 是 玻 耳 兹 曼 常 数 , 且 有 

47r283 中 

” 拓 和 0 
物质 的 密度 不 受 黑 体 辐 射影 响 , 所 以 p= 二 mn.， 这 里 ， 用 入 表示 声 束 以 区 别 于 
光速 c, 于 是 ， 





.29,8) Ds /Ses 
“a(p8) DnT) / Da, FY? 


式 中 的 导数 已 写成 雅 可 比 行列 式 的 形式 ， 计 算出 这 些 雅 可 比 行列 式 后 , 我 们 
得 出 
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§ 64， 声 波 的 能 量 和 动量 

现在 来 推导 声波 能 量 的 表达 式 ， 按 照 一 般 公 式 ， 单 位 体积 访 

体 的 能 量 是 pe 十 二 po 现 以 p 三 po 十 DO，e 王 ko 十 6 代入 ,其 中 

带 撤 的 字母 表示 有 关 量 偏离 流体 静止 时 相对 应 量 的 值 。 项 p'v2/2 

是 三 阶 小 量 ， 因此 ， 如 果 最 高 取 到 二 阶 项 , 就 得 

poeo 十 DEC4 Se 于 12 9 ee 

因为 声波 是 一 种 绝热 过 程 ， ee 由 热 
力学 关系 式 de 二 Tds 一 pd4V =7Tds 十 (p/p*)dp 可 得 

eo -e+ 了 p _ 


L300. 


gp 2 
人 
”EE),- 
这 样 ,单位 体积 流体 的 能 量 为 
poeot wop’ + 序 A po 2 





这 个 表达 式 中 的 第 一 项 poeo， 是 当 流 体 处 于 静止 状态 时 单位 
体积 流体 的 能 量 ， 因而 与 声波 无 关 . 第 二 项 wop'， 是 由 于 单位 体 
积 中 流体 质量 的 变化 而 引起 的 能 量变 化 . 如 果 我 们 计算 整个 流体 
体积 中 能 量 的 积分 而 得 出 总 能 量 , 则 该 项 在 总 能 量 中 将 不 出 现 , 因 
为 流体 的 总 质量 是 不 变 的 , 即 有 

[par = ja 4V, 或 |p'ar=0. 


于 是 ， 由 于 声波 而 引起 的 流体 总 能 量 的 改变 就 可 以 从 下 列 积分 
求 得 : 
‘© 可 伸 





人 了 SA )av. 
[3 pov + po 


We 


We ee . 
刀 =-3-pov* 十 沪 pe (64.1) 


”如 果 是 平面 行 波 ， 这 一 表达 式 的 形式 将 更 为 简单 ， 在 这 种 声 
波 中 , p' = pov/c[ 参 看 (63.12)], (64. 1) 式 中 的 两 项 相等 ， 因 而 有 
E= Do . (64. 2) 
在 一 般 情况 下 , 这 个 关系 式 是 不 成 立 的 ， 不 过 ， 对 于 总 声 能 的 (时 
间 ) 平 均值 ,我 们 可 以 得 到 一 个 类 似 的 公式 ， 根 据 力学 上 一 个 熟知 
的 普遍 定理 , 即 小 振动 系统 的 平均 总 势能 等 于 其 平均 总 动能 , 就 可 
直接 得 出 这 个 公式 .因为 在 此 情况 下 , 平均 总 动能 为 
于 | euazap， 
并 可 求 得 平均 总 声 能 为 z 
: [Bav = | poviuy. (64. 3) 
如 果 把 一 个 非 单 色 波 用 一 系列 单 色 波 来 表示 ， 则 其 平均 能 
就 等 于 诸 单 色 波 分 量 的 平均 能 量 之 和 ， 因 为 , 车 邓 表 示 为 具有 不 
同 频率 的 各 项 之 和 , 则 > 将 包含 每 一 项 的 平方 以 及 不同 频率 项 的 
乘积 ， 这 些 乘积 项 含有 形式 为 6" “的 因子 ,它们 是 时 间 的 周 
期 函数 ， 而 周期 函数 的 平均 值 为 零 , 所 以 这 些 项 都 等 于 零 、 于 是 ， 
平均 能 量 只 含有 单 色 波 分 量 的 均 方 项 . 
”其 次 , 我 们 来 考虑 某 个 有 声波 传播 于 其 中 的 流体 体积 ,并 求 通 
过 包围 该 体积 的 封闭 曲面 的 平均 能 量 通 量 . 根据 (6. 3) 式 , 流体 中 
的 能 量 通 量 密度 是 po($v"+w) 在 目前 情况 下 , 可 略 去 o 项 , 因 


为 它 是 三 阶 项 ， 因 此 , 声波 中 的 平均 能 量 通 量 密度 就 是 pm,: 把 
ww 二 wo 十 w', 代 入, 便 得 到 pwD=wopD 十 pw', 如 巡 的 变化 w 为 
® 9 。 








小 量 , 则 有 ww = (9z/3a2p)。2、 又 因 (3w%/1az)。=172， 就 得 到 三 
2z /po 和 Puom 一 pm 十 2 .于 是 , 通过 上 述 封闭 曲面 的 总 能 量 通 
县 等 于 Se 
Popo to df 
然而 , 由 于 在 所 考虑 体积 中 流体 的 总 量 平均 来 说 是 不 变 的 ,所 以 通 
过 封 闲 曲面 的 质量 通 量 的 时 间 平 均值 就 一 定 等 于 零 . 因此 ， 能 量 
通 量 简化 -; 
Prvaf. 

可 见 , 平 均 声 能 通 量 应 以 矢量 四 
来 表示 . 

容易 证 明 有 下 列 关系 式 : 


284.(pw)0 (040 


正 因为 有 这 种 形式 , 该 方程 就 表示 声 能 的 守恒 定律 ,而 其 中 的 矢量 
q==p'v 应 理解 为 声 能 通 量 ， 因 此 ， 此 式 不 仅 对 于 平均 通 量 成 立 ， 
而 且 对 于 任何 瞬时 的 通 量 都 是 成 立 的 

在 平面 行 波 中 ， 太 力 改变 量 和 速度 的 关系 为 ?一 cpov. 引用 
沿 波 之 传播 方向 的 单位 矢量 n( 它 与 速度 避 方向 相同 ), 可 得 


q=cpov’n, 或 q = cEn. (64. 6) 
因此 ， 平面 声波 中 的 能 景 通 量 密度 等 于 能 量 密度 乘 以 声速， 这 是 意 
料 之 中 的 结果 . 


现在 来 考虑 这 样 的 声波 ， 它 在 任何 给 定 衬 时刻 占据 空间 一 -个 
有 限 的 区 域 @ ( 波 包 )， 要 求 出 声波 中 流体 的 总 动量 ， 单 位 体积 该 


@ 法 区 域 处 处 都 不 以 固 辟 为 边界 . 
。 TO 。， 





体 的 劲 有 量 等 于 质量 通 量 密度 j= 二 pv. 把 p==po+ p' 代入 ， 即 得 
j= 二 Po 十 p'D， 而 密度 变化 和 压力 变 的 关系 站 是 0 一 人 J 利 
用 (64. 4) 式 ,我 们 就 得 到 


= oo+ 昌 (4. 7) 


由 于 声波 是 有 势 流 , 可 将 速度 写成 2 VY. 应 当 着 重 指出 这 一 
结论 并 不 是 $ 63 中 推导 线性 运动 方程 时 所 作 近 似 处 理 的 产物 ; 因 
为 导致 Vx =0 的 解 本 身 就 是 欧 拉 方程 的 一 个 精确 解 . 所 以 , j= 


povd 十 q/ex 声波 中 的 总 动量 等 于 在 声波 所 占 体积 上 的 积分 | 12 
V4 的 积分 可 以 变换 为 一 个 曲面 积分 ， 


[vav= bar. 


因为 在 声波 所 占 体积 之 外 , $ 值 为 零 ， 攻 上 述 积分 应 为 零 ， 所 以 ， 
声波 的 总 动量 是 


| 各 = 二 | aa (64. 8) 


一 般 说 来 ,这 个 量 不 为 零 ， 非 零 总 动量 的 存在 表明 有 物质 的 迁移 . 
因此 , 我们 得 出 结论 : 声波 包 的 传播 伴随 有 流体 的 迁移 ， 这 是 一 个 
二 阶 效应 (因为 q 是 二 阶 量 ). 

最 后 , 我们 来 计算 声波 中 压力 变化 y 的 平均 值 ， 在 一 阶 近似 
中 ,和 通常 的 线性 运动 方程 相对 应 ,' 是 一 个 周期 性 地 改变 符号 的 
函数 , 因而 2' 的 平均 值 是 零 ， 但 是 ,如 果 取 更 高 阶 的 近似 ,这 一 结 
果 就 不 再 成 立 ， 假 如 我 们 只 取 到 二 阶 盟 ，2" 可 以 用 从 线性 声学 方 
程 算得 的 量 来 表示 ， 这 样 就 用 不 着 去 直接 求解 由 于 考虑 了 高 阶 项 
而 得 出 的 非 线性 运动 方程 

我 们 从 伯 努 利 方程 w 十 亏 v* 十 9$/31== 常 数 出 发 ,并 取 其 时 间 


ee 了 。 


gy .a 
Co 





平均 值 ， 时 间 导 数 26/3t 的 平均 值 是 零 0， 再 设 w=wo 十 w ， 并 


把 wo 放 进 常数 中 去 ,就 得 到 2w 十 本 V0 = 和 常数， 我们 设 波 在 无 限 体 


积 的 流体 中 传播 ， 并 且 在 无 穷 远 处 衰减 掉 ， 即 2,w' 等 在 无 穷 远 处 
为 零 ， 既然 前 数 在 整个 空间 都 相同 , 显然 它 一 定 为 零 , 于 是 有 


太 十 也 VW (64. 9) 


区 芭 汪 本 的 需 展 开 w', 并且 到 
ow 12。 
( A).? 


只 
:_/ cw f 二: 
(2 2 


由 于 (9w/97), 一 1/p, 就 有 





PE A (3), ,J 了 
po 2p 认 37 po 2c°po 
将 它 代 入 (64.9) 后 ,得 出 


1 Ck 1 2 C S 
ee 十 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 64, 10 
2 FP 2 PY 200 。 ( ) 


上 式 给 出 了 所 求 的 平均 值 ,右边 的 表达 式 是 一 个 二 阶 是, 它 可 以 利 


用 从 线性 化 运动 方程 的 解 求 得 的 p' 与 v 计算 出 来 ， 平 均 密度 为 
-G7 

如 果 在 所 讨论 的 体积 中 ， 声 波 可 以 看 作 平 面 行 波 ， 那么 

2 二 CP'/ pos 从 而 02 一 C /0 表达 式 (64. 10) 变 为 零 . 也 就 是 
说 ,平面 波 中 的 平均 压力 变化 是 高 于 二 阶 的 效应 .但 是 ,密度 变化 








由 按照 平均 值 的 一 般 定 义 , 可 得 出 任意 函数 (1) 的 平均 导数 为 


df 0 人 Wat = Tf C= -= TT) 
‘dt T+>*27 To 


如 果 对 所 有 的 : 亿 , 帮 保持 有 限 值 , 则 极限 值 为 鹤 , 从 而 对 一 0 


JI2 。 





灰 = 志 (3zp13p8) 克 ?并 不 为 零 [顺便 提 及 ， 导 数 (3zp13p3)。 立 
床上 总 是 负 的 , 因此 行 波 中 5 二 0], 在 相同 的 近似 程度 上 ,我们 得 
出 平面 行 波 中 动量 通 量 密度 张 量 的 平均 值 为 
互 6 十 Doj08 = podig tt Povivk 

第 一 项 是 平衡 压力 ， 它 和 声波 无 关 ， 在 第 二 项 中 ， 引 用 心 方 向 的 
单位 矢量 n( 和 波 传播 的 方向 相同 )， 并 利用 (64. 2) 式 ， 就 得 到 声 
波 中 的 动量 通 量 密度 为 

IT， = Bn,n,. (64. 12) 
如 果 波 沿 z 方向 传播 ， 则 只 有 分 量 开 .. = 杞 不 为 零 ， 因 此 ， 在 这 
种 近似 程度 上 ,平面 声波 中 的 平均 动量 通 量 只 有 zx 分量, 它 沿 着 
方向 传递 . 


$65， 声 波 的 反射 和 折射 


当 声 波 入 射 到 两 种 不 同 流体 介质 的 边界 上 时 ， 要 受到 界面 的 
反射 和 折射 . 这 就 是 说 ,除了 入 射 波 以 外 ,还 会 产生 另外 两 个 波 :一 
个 (反射 波 ) 从 分 界面 上 返回 到 第 一 介质 中 传播 ， 为 一 个 (折射 波 ) 
则 传播 到 第 二 介质 中 去 .结果 ,在 第 一 介质 内 是 两 个 波 ( 入 射 波 和 
有 反射 波 ) 的 合成 ,而 在 第 二 介质 内 只 有 一 个 波 , 即 折射 波 . 

-这 三 个 波 之 间 的 关系 ， 由 分 界面 上 的 下 述 两 个 边界 条 件 确 
定 : 在 边界 的 两 侧 ， 流 体 的 压力 相等 ,同时 ,界面 的 法 向 速度 分 量 
相等 . : | 

现在 来 考虑 单 色 纵波 在 两 种 介质 的 分 界 平面 上 的 反射 和 折 
射 , 并 且 将 该 平面 取 作 yz 平面， 不 难看 出 ， 这 三 个 波 都 有 相同 的 
频率 o 以 及 相同 的 波 矢 分量 by，8&.， 但 是 ， 垂 直 于 分 界 平面 的 波 
尔 分 量 上 , 是 不 相同 的 ， 因 为 , 在 无 限 的 均匀 介质 中 ， 具 有 不 灾 值 
k 和 的 单 色 波 满 足 运动 方程 ， 边 界 的 存在 只 是 引进 了 者 上 环 边 寞 

8 13 。 





条 件 ， 在 上 述 情况 下 , 这些 条 件 是 加 在 z=0 的 平面 上 的 ,就 是 说 ， 
它 与 时 间或 坐标 jz 无 关 . 因此 , 在 整个 空间 和 时 间 中 , 解 式 对 二 
”和 2 的 依赖 关系 应 保持 不 变 , 即 oy by, js 和 入 射 波 中 的 相应 各 量 
应 当 相 同 . 

从 这 一 结果 ， 我 们 可 以 直接 导出 决定 反射 波 和 折射 波 传播 方 
加 的 关系 式 ， 设 人 射 波 所 在 平面 为 x-y 平面 ， 则 在 入 射 波 中 

lz 一 0, 并 且 该 式 在 反射 波 和 折射 波 中 同样 成 立 ， 于是， 三 个 波 的 

传播 方 辣 是 共 面 的 ， 

设 0 为 波 的 传播 方 癌 与 z 轴 之 间 的 夹 角 , 那么 , 由 于 在 入 射 波 
和 上 反射 波 中 的 

一 一 sing 


彼此 相等 ,就 得 到 
0,=0;, (65. 1) 
即 , 入射 角 等 于 反射 角 9， 从 关于 入 射 波 和 折射 波 的 类 似 等 式 
则 可 得 出 
Sia 0, (65. 2) 


sinG, cy 
它 给 出 了 入 射 角 0 和 折射 角 0 之 间 的 关系 (cy 和 cs 是 两 种 介质 中 
的 声速 ). 
为 了 得 出 三 个 波 强 度 之 间 的 定量 关系 ， 我 们 可 将 各 有 关 速 度 

势 写 为 

bi Alexp{lioL (z/c1) cosO + (ye) sing, — 1]}, 

$1=Aiexplio[L (~—z/c1) cos0 + (y/c1) sin 人 一 旨 )， 

$s = Asexp{io[ (r/c2s) cosOst (y/c2) sin0,— £1]}. 
在 分 界面 (z=0) 上 ， 两 种 介质 中 的 讨 人 (2 -一 p26/3t) 和 法 向 速 
度 (v: 二 9$/37) 必须 分 别 相等 ; 这些 条 件 导 致 了 Doe 

pi(4i+ 41) = pss 

”了 74? 


ET St .m4 YE tend ELE a sara ve 、、 weard 人 





cosbg ,1 cospb: 
2 (4 一 4 = e024, 


我 们 定义 反射 系数 中 为 反射 波 和 人 射 波 中 (时 间 ) 平 均 能 量 通 量 密 
度 的 比值 . 因为 平面 波 中 的 能 E 量 通 量 密度 是 cpv?, 故 有 
pep19! [41| 





经 过 简单 的 计算 可 得 


= Datgb02 一 0Oitg0 65. 3 
的 oy 


角 0 和 90, 之 间 的 关系 由 (65. 2) 式 表示 , 将 06, 用 0 表 出 ， 就 可 以 
把 反射 系数 写成 如 下 形式 : 


R > | 0， < DiAA cy -一 C2 sin20， | (65 4) 
p2C2acos01+ pi /ec1—c2 sin’O, 


在 垂直 人 射 的 情形 (0 = 0), 这 一 公式 简化 为 


[220 上 (65.5) 
p2Cczs+ pic1/ 


当 入 射 角 满 足 条 件 


3 二 3202 二 0D1c1 65. 6 
0 


时 ， 反射 系数 为 零 ， 即 声波 被 全 折射 . 如 ci 盖 cs 但 02cz 之 0D101 或 
者 这 两 个 不 告 号 都 反 过 来 ,就 会 发 生 这 种 完全 折射 . 


回 题 


试 求 两 种 流体 界面 上 由 声波 而 产生 的 压力 , 
解 . 反射 波 和 折射 波 的 全 部 能 量 通 量 之 和 必须 等 于 人 射 能 量 通 量 . 到 


分 界面 上 每 单位 面积 的 能 量 通 量 ， 这 一 条 件 可 与 为 ciBicost = cb! cos O01 二 


caBscosgu 其 中 ,如 1,B! 和 刀 是 三 种 波 中 的 能 量 密谋. 引入 反射 系数 R= 1/ 
二 , 即 得 
B,C0s0! (1 —B)E,. 
Cacos0s 


15 。 


he a t= .rp tb Pt > ree ~- 





所 求 压力 p 可 用 单位 时 间 内 由 声波 引起 的 《边界 的 单位 面积 上 ) 动 量 z 分 盟 
的 损失 来 确定 ， 利 用 声波 中 动量 通 量 密度 张 量 的 表达 式 (64.12)， 我 们 求 出 
2 一 再 ,cos20, 十 盏 fcos20, 一 五 :cos20，， 

代入 一: 的 式 子 ,引用 R, 再 利用 (65. 2) 式 , 就 得 到 
2 一 盏 :singieosg,[(1 十 已 ) ctg01— (1—B)ctg0,]. 
在 垂直 人 射 (0: 王 0) 的 情形 下 ,利用 (65. 5) 式 可 得 


?一 2 局 | 2 c 十 pic 一 201Dzcl | 
(PiCi 二 02Cs)? 


8$66.， 几何 声学 

平面 波 有 一 个 特有 的 性 质 ， 即 波 的 传播 方向 和 波幅 在 整个 空 
间 保 持 不 变 ， 当然 ,任意 声波 并 没有 这 样 的 性 质 ， 然 而 ,可 能 存在 
这 样 的 情况 : 那里 的 声波 虽 不 是 平面 波 ， 但 在 每 个 小 的 空间 区 域 
内 ,仍然 可 以 将 它 看 作 平 面 波 . 为 此 ,在 相当 于 波长 量 级 的 距离 上 ， 
波幅 和 传播 方向 显然 只 容许 有 微小 的 变化 . 

如 果 这 一 条 件 成 立 ， 我 们 就 可 以 引进 声 线 的 概念 。 这 是 这 样 
一 些 曲线 ， 在 曲线 任何 一 点 上 的 切线 方 回 ， 都 初 波 传 播 的 方 问 重 
合 ; 于 是 我 们 可 以 说 ， 声 音 是 沿 着 声 线 传播 的 ， 而 不 去 管 它 的 波 
动 性 质 ， 在 这 种 情况 下 研究 声音 传播 的 规律 ， 就 是 几何 声学 的 课 
题 。 也 可 以 说 ， 几 何 声 学 对 应 于 波长 很 小 的 极限 情形 ， 即 4->0. 

我 们 来 推导 几何 声学 的 基本 方程 ， 它 决定 直线 的 方 问 ， 将 声 
波 速度 势 写 为 

六 (66. 1) 
在 声波 虽 不 是 平面 波 但 能 适用 于 几何 声学 的 情况 下 ， 波 幅 a 是 坐 
标 和 时 间 的 缓 变 函 数 , 而 波 的 位 相 乡 则 是 “近乎 线性 ?的 函数 (我 们 
知道 ,在 平面 波 中 ,kr 一 wig， 民 得 @ 为 省 数 )， 对 于 小 空 
澡 多 域 和 短 村 闻 昌 隐 ， 位 相 细 可 以 展 成 级 数 ? 到 到 一 阶 项 ， 我 们 
有 
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0 
“一 事实 ,我 们 定义 每 一 点 上 的 波 矢 和 波 频 为 
人 _ 9y \ 
kh=- =Vy, 包 一 3 六 (66. 2) 
量 y 称 为 程 荡 . 
在 声波 中 有 


0 
Cc 
代入 (66..2) de 


(GY +(-) +( 作 ) 一 2 人 ) =0 (66. 3) 
如 果 流 体 是 不 均匀 的 ,系数 1/c? 为 坐标 的 函数. 
”我 们 从 力学 中 知道 ,质点 系 的 运动 可 以 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
确定 , 这 种 方程 象 (66. 3) 一 样 ,是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 ， 类似 于 % 
的 量 是 质点 的 作用 量 8 ,而 作用 量 的 导数 则 确定 动量 p =3S/37 和 
dt te 这 些 公式 类 似 于 (66. 2) 
式 . 我 们 还 知道 ， 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 等 价 于 哈密 顿 方 程 组 : 
P= 一 2 = 一 3 


从 上 述 关于 质点 力学 和 儿 何 声学 之 间 的 类 比 ， 我 们 可 以 写 出 关于 
声 线 的 类 似 方程 为 





RD 
S 
W|IY 


R=— a, Pp (66. 4) 
在 均匀 的 各 向 同性 介质 中 , o= cj 其 中 * 为 常数 , 所 以 hk 二 0， = 
cn (n 为 玉 方 向 的 单位 矢量 ), 正如 我 们 预期 的 那样 ， 声 线 是 以 不 
变频 率 ,@ 沿 直线 传播 的 . 


当然 ,凡是 在 定常 条 件 下 , 即 介质 的 性 质 在 空间 每 一 点 都 不 随 
ea 7 





时 间 而 改变 时 , 沿 着 声 线 ， 频 率 总 是 保持 不 变 的 ， 这 是 因为 ,频率 


对 于 肝 间 的 全 守 数 为 


dO 90 
a 


它 表示 频率 沿 声 线 的 变化 率 ， 把 (66. 4) 式 代入 ,把 后 面 两 项 消去 ， 
而 定常 状态 下 又 有 3a/3t 一 0, 所 以 dw/ dt 二 0， 
当 声 音 在 非 均匀 的 静止 介质 中 定常 传播 时 ,= oz, 其 中 是 

坐标 的 已 知 函 数 ， 方 程 组 (66. 人 给 出 
7=cn, k=—kye. (66. 5) 

矢量 R 的 模 按照 4 一 @/e 的 简单 规律 (o 为 常数 ) 沿 着 声 线 变化 .为 

了 确定 n 方向 的 变化 ,可 在 (66.5) 的 第 二 式 中 令 有 =wn/e: 
2n-(P)Gve) = 一 Me 


由 此 有 
全 一 一 Ve 二 ?an vo). 
引入 沿 声 线 的 微 元 长 度 dl = 三 ,就 可 以 把 这 个 方程 改写 为 
Vet (n. ‘Ve). (66. 6) 


al 
机 n 是 声 线 的 切 向 单位 矢量 Q@. 

如 果 解 出 方程 (66. 3) 并 且 程 函 y 是 坐标 和 时 间 的 已 知 函 数 ， 
那 末 我 们 还 可 以 求 出 声音 强度 的 空间 分 布 ， 在 定常 条 件 下 ， 它 可 
由 方程 Y.g=0 得 出 (q 为 声 能 通 量 密度 ) ,该 方 程 在 除 声 源 以 外 的 
整个 空间 成 立 ， 令 g=cBn, 其 中 如 是 声 能 密度 [参见 (64. 6)], 并 


”由 微分 几何 可 知 , 沿 声 线 的 导数 dn/al 等 于 NN/R， 式 中 NN 是 沿 主 法 线 方向 
的 单 位 矢 量 ， 至 是 声 线 的 曲率 半径 .暂且 不 管 因 子 1/ce，(66.6) 式 右边 的 表达 式 就 
是 声速 沿 主 法 线 方向 的 导数 ， 因 此 ， 可 以 写 出 方程 1/ 尽 一 一 (1/c)N.Ve。 声 线 记 着 c 
值 较 小 的 一 方 弯曲 . 
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记 住 n 是 上 一 Vy 方向 的 单位 矢量 ,就 得 到 方程 


Yo TT) se 


该 方程 确定 了 加 的 空间 分 布 . 
从 频率 对 于 波 矢 分 量 的 已 知 依赖 关系 ， 应 用 (66. 4) 的 第 二 个 
公式 , 可 以 求 出 波 的 传播 速度 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 公式 , 它 不 但 
适用 于 声波 , 也 适用 于 所 有 的 波 ( 例 如 , 我 们 已 经 在 $12 中 将 它 应 
用 于 重力 波 ). 这 里 , 我 们 将 给 出 这 个 公式 的 另 一 种 推导 方法 , 这 将 
明显 地 揭示 出 由 此 公式 所 定义 的 速度 的 含义 ， 我 们 现在 考虑 一 个 
波 包 ， 它 占据 某 个 有 限 的 空间 区 域 ， 假 设 波谱 的 成 分 包含 着 一 些 
单 色 分 量 , 而 各 分 量 的 频率 仅 处 于 一 个 小 范围 内 ; 对 于 它们 的 波 矢 
分 量 也 作 同 样 假设 ， 设 @ 为 波 包 的 某 个 平均 频率 , 而 此 为 平均 波 
矢 ， 那 么 ,在 某 个 初始 时 刻 , 波 包 就 可 用 下 面 形式 的 函数 来 描述 : 
$=expGk.r)f(7). (66. 8) 
函数 f(7) 仅 仅 在 一 个 小 区 域内 明显 地 异 于 零 (但 该 区 域 的 线 尺度 
与 波长 1/% 相 比 还 是 很 大 的 )， 根 据 上 面 的 假设 , 它 的 伟 里 叶 积 分 
展开 式 包含 exp(ir .AR) 形 式 的 分 量 , 其 中 AR 为 一 小 量 ， 
这 样 ,在 初始 时 刻 的 每 个 单 色 分 量 为 
i= 二 常数 Xx exp[i(k 十 Vk) :7] 《66. 9) 
对 应 的 频率 是 o(k 十 Ak) ( 记 住 频率 是 波 矢 的 函数 )， 于 是 ,在 时 
刻 上 ,该 分 量 就 取 以 下 形式 : 
人 办 一 常数 Xexp[Ez(R 二 AR) .rio(k+AR)t]. 
利用 AR 为 小 量 这 一 事实 ,将 @(R 二 AR) 展 成 级 数 ， 只 取 前 两 
项 , 得 到 w(R 二 AR) =o+ (30/9k) .AR, 式 中 , @ 二 w(k) 是 对 应 于 
平均 波 矢 的 频率 ， 因 此 ，% 为 
$= 二 常数 Xexp[?s (kr--ot) JexpLiAk.(r—tae) 








旭 果 我 们 将 所 有 出 现 于 波 包 中 的 AR 值 的 音色 分 是 加 起 来 ， 
由 (66. 9) 和 (66. 10) 式 ,就 可 知道 结果 为 


$=expli(k. To (r 下 (66. 11) 


其 中 上 是 (66. 8) 式 中 的 同一 藻 数 ， 与 (66. 8) 式 对 比 ， 可 知 在 经 过 
1 时间 后 ,波幅 分 布 的 图 象 整个 地 移动 了 一 段 距离 上 9coy 5R; 
(66. 11)〉 式 中 了 了 前 的 指数 因子 只 影响 位 铂 ， 因 此 ， 波 包 的 传播 还 
度 为 


=9% 
= (66. 12) 


这 一 公式 给 出 了 对 o 与 尺 的 任何 一 种 依赖 关系 均 适 用 的 传播 
速度 D， 当 o=cf 且 。e 为 常数 时 ,这 公式 当然 就 给 出 U=w/$==c 
这 一 通常 的 结果 ， 一 般 地 说 , 当 o(k) 为 一 任意 函数 时 ， 传 播 速度 
是 频率 的 函数 ,并 且 波 的 传播 方向 可 以 不 同 于 波 矢 的 方 网 . 


9] 题 

设 声音 在 处 于 重力 作用 下 的 等 温 大 气 中 传播 ， 试 求 其 振幅 随 高 度 的 
变化 ， 
解 ， 在 (被 看 成 是 理想 气体 的 ) 等 温 大 气 中 ,声速 为 一 常数 ， 显 然 ， 沿 声 
线 的 能 量 通 量 密度 以 与 声 源 的 距离 > 的 平方 成 反比 这 一 规律 而 减 小 : cpo3 
~1/ra。 由 此 可 知 , 声波 中 速度 涨 落 的 幅度 ， 沿 声 线 以 反比 于 rw 万 的 规律 
变化 ;根据 大 气压 公式 op~exp (一 119z/18T), 其 中 z 是 高 度 ,1 是 气体 的 分 子 
量 ,是 气体 常数 . 


@ ”由 (66.12) 式 定义 的 速度 称 为 波 的 群 速度 ,比值 人 称 为 相 速 度 、 然 而 必须 
记 住 , 相 速 虎 并 不 对 应 于 波 的 实际 物理 传播 ， 

关于 上 述 推导 ， 要 强调 指出 的 是 , (66. 11) 式 所 表明 的 小 包 在 运动 中 形状 不 变 ( 即 
不 改变 波幅 的 空间 分 布 ), 是 在 Ak 范围 很 小 这 一 假设 下 所 得 到 的 近似 结果 ， 在 一 般 情 
况 下, 当 UU 与 有 关 时 , 波 包 在 传播 期 间 向 外 “ 展 平 ”, 并 使 波 包 所 占 空间 区 域 增 大 ， 可 
以 证 明 , 这 种 “ 展 平 " 的 程度 ,正比 于 波 包 成 份 中 的 效 欠 范围 Ak 的 平方 值 ， 
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$ 67， 声 音 在 运动 介质 中 的 传播 

频率 与 波 数 之 间 的 关系 = 二 ck， 只 对 静止 介质 中 传播 的 单 色 
声波 才 成 立 ， 对 于 在 运动 介质 中 传播 (在 固定 坐标 系 中 观察 ) 的 声 
波 ,也 不 难得 出 一 个 类 似 的 关系 式 . 

我 们 考虑 速度 为 4 的 均匀 流 ， 取 一 个 坐标 为 z，y, z 的 固定 
参考 系 K， 并 季 一 个 坐标 为 z',y’,z' 上 且 相 对 于 玉 以 速度 4 运动 
的 参考 系 K'， 在 K' 参考 系 中 ,流体 处 于 静止 , 因此 , 单 色 波 的 速 
度 势 可 取 通 常 的 形式 : $= 二 常数 Xexp[i(k.r' 一 kct)].K' 系 中 
的 矢 径 与 玉 系 中 矢 径 7 的 关系 为 rT'=7 一 ut， 于 是 , 在 固定 坐 
标 系 中 , 声波 的 速度 势 具有 这 样 的 形式 : 上 = 常数 Xexp{i[kr 一 
(kc 十 有 .4)t]}， 指 数 路 的 系数 即 为 波 的 频率 w。， 这样 , 运动 介 


质 中 的 波 频 与 波 矢 有 的 关系 为 
bi w=ck+u.k. (67. 1) 
传播 速度 为 

00 ot; (67. 2) 
这 是 处 方向 的 速度 与 速度 4 的 矢量 和 ,而 声音 正 是 以 速度 v 随 
流体 运动 . 


利用 公式 (67. 1 ， 我 们 可 以 研究 所 谓 多 普 勒 效应 : 由 一 个 相 
对 于 声 源 而 运动 的 观察 者 所 接收 到 的 声音 频率 ， 不 同 于 声 源 振动 
的 频率 . 

假设 有 一 个 以 速度 4 运动 的 观察 者 ， 接 收 到 由 一 个 静止 声 源 
(相对 于 介质 而 言 ) 发 出 的 声音 . 在 相对 于 介质 为 静止 的 参考 系 K 
中 , 有 上 =wo/c， 其 中 wo 是 声 源 振动 的 频率 ， 而 在 随 观 察 者 一 起 
运动 的 参考 系 天 中 ,介质 以 速度 一 & 运动 ， 于 是 按照 (67. 1) 式 , 声 
音 的 频率 为 中 =cf 一 24,R， 设 速度 4 方 问 与 波 矢 尽 方 辐 之 间 的 夹 
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角 为 0， 并 且 令 二 wo/c， 就 求 得 运动 观察 者 所 接收 到 的 声音 频 
认为 

. = 1— (u/c) cos0]. (67. 3) 
在 一 定 意义 上 说 ,与 此 相反 的 情况 是 : 由 运动 声 源 发 出 的 声波 
在 静止 的 介质 中 传播 ， 设 tt 是 声 源 的 速度 ,并 假设 从 固定 坐标 系 
变换 到 随 声 源 运动 的 坐标 系 K'; 在 坐标 系 K' 中 ,流体 以 速度 一 4 
运动 ， 在 声 源 处 于 静止 的 坐标 系 K' 中 , 所 发 出 的 声波 频率 一 定 等 
于 声 源 的 振动 频率 oo. 改变 (67. 1) 式 中 4 的 符号 ,并 引用 方向 
与 尺 方 向 之 间 的 夹 角 0 ,就 得 到 wo 二 ck[1 一 (u/c) es 的 .但 是 ,在 
原来 的 固定 坐标 系 瑟 中 ,频率 与 波 矢 的 关系 是 @=cf， 这 样 , 我 们 
就 有 


Ne Wo 
《下 (u/c)cosp ae 


这 一 公式 给 出 了 运动 声 源 的 振动 频率 oo 与 静止 观察 者 听 到 的 声 
音频 率 o 之 间 的 关系 . 

如 果 声 源 作 远离 观察 者 的 运动 ， 则 声 源 的 速度 和 声 源 到 观 
察 者 的 连 线 方向 两 者 的 夹 角 9 ， 将 处 于 地 <b<r 的 范围 内 ,所 以 
oos6 之 0， 于 是 由 (67. 4) 式 得 知 :如 果 声 源 作 远离 观察 者 的 运动 ， 
听 到 的 声音 频率 将 小 于 ou. 

反之 ， 如 果 声 源 正在 逐渐 接近 观察 者 ， 则 0<0<x/2， 从 而 
cos0>>0， 于 是 ,频率 @ >oo 且 随 着 % 的 增 大 而 增 大 . 当 wcosb> 
c 时 ,按照 公式 (67. )，w 将 变 成 负 值 ， 这 表示 观察 者 所 听 到 的 声 
音 实际 上 是 以 相反 的 次 序 到 达 的 ,也 就 是 说 , 声 源 在 任何 给 定 的 时 
刻 发 出 的 声音 , 比 在 以 前 时 刻 发 出 的 声音 更 早 地 到 达观 察 点 . 

§ 66 一 开始 就 指出 ,几何 声学 近似 对 应 于 波长 很 小 ( 即 波 矢 值 
很 大 ) 的 情形 ， 为 了 做 到 这 一 点 ,声音 频率 一 般 说 来 必定 很 大 ， 但 
是 在 运动 介质 的 声学 中 , 如 果 介质 速度 超过 了 声速 , 则 后 一 个 条 件 
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就 不 一 定 需 要 满足 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 即 使 频率 为 零 ， 天 也 可 
A 由 (67. ]) 式 , 可 得 ww 二 0 时 的 方程 为 
ci 一 一 公关， (67. 5) 
并 且 , 当 :> 时 ,这 个 方程 是 有 解 的 ， 这 样 ,在 以 超声 速 运动 的 介 
质 中 , (如 果 充分 大 ) 就 存在 着 可 用 几何 声学 描述 的 定常 小 扰动 ， 
这 意味 着 这 些 扰动 沿 声 线 传 播 . 
例如 , 我们 来 考虑 以 不 变速 度 4 运动 的 均匀 超声 速 流 , 4 的 方 
向 取 作 z 轴 方 向 ， 让 矢量 妈 处 于 zy 平面 内 ， 其 分 量 之 间 的 关系 
六 
(22 一 C2 ) 丰 2 一 C2 大 ，。 (67. 6) 
该 式 是 由 方程 (67. 5) 两 边 取 平 方 得 到 的 .为 TH 
可 利用 几何 声学 方程 (66. 4), 于 是 有 
$=22, y=20. 
ook.” 9ky 
将 其 中 一 个 方程 除 以 另 一 个 方程 , 得 到 
dy dw/9ky 


dx Zo/ iE k, 
RN 人 a ( 现 
确定 声 线 形状 的 方程 为 
四- ok 467, 7) 





如 果 久 不 变 , 这 一 方程 代表 两 条 与 轴 交 成 士 % 角 的 直线 ， 而 sina 
一 C/&， 

在 气体 动力 学 中 ， 这 些 射 线 的 概念 是 十 分 重要 的 ， 我 们 将 重 
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i 给 字 详 珈 的 古 究 ,尤其 应 参 帮 379, $96 和 $109. 


问 题 
问题 1， 设 声音 在 定常 运动 的 均匀 介质 中 传播 , 介质 速度 分 布 为 mizyy， 
z), 入 uc 处 处 成 立 , 试 导出 表示 声 线形 状 的 方程 *， 
解 ; 以 (67. 1) 或 代入 (66.4) ,就 得 到 下 列 形式 的 声 线 传 庶 方 程 : 
k=— (kVWu—kX (YXom， 
rv = CR /十 
利用 这 些 方程 以 及 
du--2u 
dat dt 
算出 导数 @( 加 ) /并且 只 保留 到 uw 的 一 阶 项 ,结果 为 dko) /dt 二 一 kvnX(V 
x ， 其 中 nn 是 v 方 向 的 单位 矢量 ， 但 是 dk) /dt=nd (ko) /dt tkvdn/at. 
又 因为 n 与 dn/dt 是 正 交 的 (因为 太一 1 所 以 nn 二 0)， 由 上 上 上面 的 方程 即 可 
得 出 n= 一 nX (VXwu), 33| 用 沿 声 线 的 微 元 长 度 d=:clt, 起 后 可 写 出 
dn 1 


7 anX VX. (1) 


这 -方程 就 确定 了 声 线 的 形状 ;n 是 单位 切 向 矢量 {并 且 不 再 与 及 同 赔 ). 
问题 2、 试 确定 具有 速度 分 布 为 t= 二 4(z)， 纪 二 &: 二 0 的 运动 介 奈 中 下 
线 的 形状 , 
解 : 将 问题 1 中 的 方程 (1) 展 开 , 得 到 
dny ~- dny _ 


em a 


因为 m2 二 ], 所 以 无 需 写 出 关于 的 方程 ， 第 二 个 方程 给 出 zw = 常数 二 zw 
在 第 一 个 方 各 中, 今 一 dz/27, 于是， 经 过 积分 得 出 ns 二 ns,s4 Ww(2) Jc， 这 
此 公式 就 是 所 要 求 的 解 

假设 z=4 时 速度 义 为 零 , 并 县 向 上 递增 人 /dz>0) 如 上 琳 再 音 是 “ 赣 风 ” 
传播 (4s 二 0), 它 的 迹 线 就 会 向 上 弯曲 ; 如果 是 “顺风 ?传播 ， 它 的 迹 线 就 向 下 
弯 旧 ， 存 后 . -种 情况 下 ，- 条 从 z= 0 出发， 并 与 z 轴 成 -小 角度 ( 即 4.,。 接 
近 于 1) 的 志 线 ,只 能 土 升 到 有 限 的 高 度 2 二 zmox， 这 一 高 度 可 计算 如 下 ， 在 
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Q@ ”假设 仅 当 速度 a 在 远大 于 声音 波长 的 距离 上 才 发 生 显著 的 改变 ， 
es 24 。 
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Tmax 高 度 ， 声 线 是 水 平 的 ， By zs 一 0, 于 是 有 

及 十 太一 0 全 十 2 二 2920 二 一 1 
所 以 2ns ,0 (2nax)te 一 ?zy0。 由 此 ， 就 可 以 从 给 定 的 消 数 2U (%) 利 声 线 的 初 始 
方 癌 no 求 出 已 四 ax。、 

问题 3 坛 求 出 定常 运动 介质 中 上 直线 的 费 乌 原理 表达 式 . 

解 ， 寓 马 原理 是 说 ， 在 两 个 给 定点 之 辣 沿 点 线 所 取 的 积分 中 kd 为 一 
极 小 值 ; 假定 式 中 的 & 是 以 频率 @ 和 声 线 方向 nm 的 函数 表示 ,了 这 一 函数 ,可 
以 从 关系 式 二 ck 十 u'& 和 tn 一 ckR/E 十 中 消去 2 和 雍 以 后 求 得 ， 于 是 ， 费 
马 原 理 具 有 下 列 形 式 ， 

中 {Vlora dl 4 (ud) —u'dl)/(c—u) =0, 


在 静止 介质 中 , 读 积 分 简化 为 通常 的 表达 式 Pe 


.§ 68， 本 征 振动 
馆 今 ， 我 们 只 讨论 了 无 限 介质 中 的 振动 ， 特 别 是 , 我们 知道 了 
可 在 这 种 介质 中 传播 任意 频率 的 波 . 

当 我 们 钱 究 有 限 尺 度 容 带 中 的 流体 时 ， 情 帝 则 大 不 一 样 ， 运 
动 方程 本 身 ( 波 动 方程 ) 当然 是 不 变 的 ,但 是 ,这 些 方程 现在 要 补充 
一 些 边 界 条件 ， 而 这 些 条 件 必 须 在 固 壁 或 是 流体 自由 表面 上 得 到 
满足 ， 这 里 , 我 们 只 考虑 所 谓 自 由 振动 , 即 在 没有 交 变 外 力作 用 时 
所 发 生 的 振动 ， 由 外 力作 用 而 产生 的 振动 称 为 受 追 振动 . 

在 有 限 体积 的 流体 中 ， 运 动 方程 并 不 是 对 每 一 频率 都 存在 请 
是 相应 边界 条件 的 解 , 这 种 解 仅 对 于 一 系列 确定 的 频率 才 存 在 . 
换 句 话说 ,在 有 限 体 积 铝 介质 中 , 自由 振动 只 有 在 某 些 特定 频率 下 
才能 产生 。 这些 频率 称 为 有 关 容 器 中 流体 的 本 征 频率 . 


四 参看 ZHUe Oilassiral Theory of Fields, Addison-Wesley Press, Carm 
bridge (Mass),1951，8 7-1( 中 译本 :.I. 了 . 朗 道 , .MM. 军 弗 席 兹 著 ，< 场 论 >, 任 朗 , 塌 
师 南 译 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1959)， 
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本 征 频率 的 实际 数值 决定 于 容器 的 大 小 和 形状 ， 在 任何 给 定 
的 情况 下 ,都 存在 一 组 无 职 序 列 的 本 征 频率 ， 为 了 求 得 这 些 值 , 必 
须 将 运动 方程 和 相应 的 边界 条 件 一 道 加 以 研究 . 

从 尺度 上 分 析 ， 就 立刻 可 以 知道 第 一 个 ( 即 最 小 的 ) 本 征 频 率 
的 数量 级 ， 问 题 中 所 给 出 的 具有 长 度量 纲 的 参数 唯 有 物体 的 线 尺 
度 1 ,因此 显而易见 ,对 应 于 第 一 个 本 征 频率 的 波长 41, 一 定 是 ?i 
的 量 级 ， 于 是 ， 用 声速 除 以 波长 ， 就 得 到 频率 ol 本 身 的 量 级 ， 
这 样 ， 

人/ 人 一， wi~ce/l. (68. 1) 

现在 来 确定 本 征 振动 的 运动 特性 .如 果 我 们 寻求 关于 《比如 
说 ) 速度 势 波动 方程 的 解 ， 它 们 具有 时 间 周 期 性 ， 其 形式 为 乡 = 
po(z,y,z)e'“:， 则 得 到 关于 由 的 方程 : 


2 
A$ot go =0. (68. 2) 


在 无 限 介质 中 , 不 需要 附加 什么 边界 条 件 , 这 个 方程 就 可 以 具有 实 

解 和 复 解 . 特别 是 , 它 有 一 个 正比 于 e**" 的 解 ,其 速度 势 的 形式 为 
$= 二 常数 xexp[i(k.7? 一 wt)] 

这 样 的 解 ,代表 以 确定 速度 传播 的 波 一 一 行 波 . 

“然而 ,对 于 有 限 体 积 的 介质 , 一 般 说 来 ， 复 解 是 不 存在 的 ， 这 
从 以 下 的 分 析 可 以 看 出 ,go 满足 的 方程 是 实数 型 的 ,边界 条 件 也 是 
实数 型 的 ， 因此, 如果 db (zx,y,z) 是 运动 方程 的 一 个 解 ， 则 其 复 共 
氟 国 数 加 也 是 一 个 解 。 但 由 于 一 般 情况 下 满足 给 定 边界 条 件 的 
方程 纺 解 是 唯一 的 也 (第 数 因 闻 人 除外)， 一 定 有 上 蜗 二 常数 x J0, 其 
中 的 第 数 为 一 复数 ,其 模 数 显然 为 1， 于是, 必 有 go 二 f(x,Y,2z) x 
e““， 式 中 消 数 和 常数 a 都 是 实 的 ， 这 样 ， 速 度 势 加 的 形式 (器 

DD 当 容器 的 形状 具有 高 度 的 对 称 性 时 (例如 球形 ), 这 种 说 法 就 不 一 定 成 音 ， 
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Vpoe™'*' 的 实 部 ) 为 
$=f(r,y,z) cos (wt 十 %)， (68. 3) 

也 就 是 说 , 它 是 某 个 坐标 国 数 和 时 间 简 谐 函 数 的 乘积 . 

这 种 解 的 性 质 , 与 行 波 的 性 质 客 全 不 同 .在 行 波 的 情况 下 ,外 
一 常数 x.cos (kT 一 wt 十 @); 除了 kr 正好 相差 波长 整数 倍 的 那 
些 点 以 外 , 空间 诸 不 同 点 在 任何 给 定时 刻 的 振动 位 相 尺 ,Y 一 ot 十 
a 都 是 不 同 的 .而 在 (68.3) 式 所 表示 的 波 中 ， 在 任何 给 定 的 时 刻 ， 
所 有 点 的 振动 位 相 of +a 都 相同 ， 这 样 的 波 显然 不 会 “传播 "， 所 
以 称 之 为 驻 波 ， 因 此 , 本 征 振动 都 是 指 驻 波 ， 

现在 来 考察 一 种 平面 驻 声 波 ， 其 中 所 有 的 量 都 仅仅 是 一 维 坐 


村 (比如 z ) 以 及 时 间 的 函数 ， 把 S 估 十 等 $。=0 的 通 解 写成 : 8。 一 





acos( 2z+ p) 就 得 到 四 =acos (wt Fo) cos( 2 +8) 适当 选择 
ZX 和 的 原点 ,可 以 使 a 和 为 零 , 于 是 有 


$ acoswtecos 全 (68. 4) 
关于 波 中 的 速度 和 压力 , 可 求 得 为 


ag nw .OO., 
4 一 二 一 一 一 cosotsin 一 7 


ag 


人 D 二 一 一 DOsincot cosr 
ot C 


在 相距 为 zc/@=4/2 的 z=0,rc/oy2rc/o,… 诸 点 上 ,速度 2 始 

终 为 零 ; 这 些 点 称 为 速度 的 节点 ， 两 节点 之 间 的 中 点 (z=xc/12a， 

3rc/2o,…) 是 速度 随时 间 变 化 幅度 为 最 大 的 点 ， 这 些 点 称 为 用 

点 ， 显 然 , 压力 2 的 波 节 和 波 腹 正 好 和 上 述 位 置 相 反 ， 因此， 在 
平面 驻 波 中 , 压力 的 波 节 正好 是 速度 的 波 腹 ,反之 亦 然 . 

本 征 振动 有 一 个 有 趣 的 情形 ， 即 气体 在 开 有 一 个 小 孔 的 容器 

时 227 § 


. pa er ee pe A 
ed er a «ita Me 





内 振动 (共振 器 )， 我 们 知道 , 在 一 个 封闭 容器 中 , 最 小 的 本 征 频率 
趾 cj/ 的 量 级 ， 其 中 ! 是 容器 的 线 度 .但 是 ， 当 有 一 个 小 孔 时 ， 
三 会 出 现 小 得 多 的 新 本 征 振动 频率 . 这 是 因为 ， 如 果 容 器 内 外 的 
气体 出 现 一 个 压力 差 ， 这 个 压力 差 将 会 被 气体 流 进 或 流出 容器 的 
运动 所 平衡 于是， 就 产生 了 伴 有 共振 器 与 外 部 介质 之 间 的 气体 
交换 的 振动 ， 既 然 孔 很 小 , 这 种 交换 就 只 能 缓慢 地 进行 ,因而 振动 
周期 很 长 ， 相 应 地 频率 也 就 很 低 ( 参 看 本 节 问 题 2 )， 至 于 发 生 于 
封闭 容器 中 普通 的 振动 频率 ， 实 际 上 是 不 会 由 于 有 了 一 个 小 孔 而 
有 所 改变 的 ， 


器 题 
问题 1，、 试 确定 如 有 流体 的 长 方 体 容 器 中 声波 的 本 征 频 素 . 
解 : 我 们 寻求 方程 (68. 2) 具有 下 述 形式 的 解 : 
四 一 常数 X cosgrcosrycossz， 


其 中 ,9 十 7 十 8 一 0O271C2， 在 容器 壁 由 ,边界 条 件 为 


2 
Vr 二 29 一 0， (+=0, 9); 


2 /2y—0, (y=0,58); 
2$/3z2=0, (z=0,c). 
其 中 ,a,5,c 为 长 方 体 的 边 长 ， 于 是 ,我 们 求 得 


mar NE pA 
ff 一 一 -一 太 二 = 一 一 一 9 = 一 一 -一 -~ 
a ? b” ce? 


其 中 ,m,n,p 是 任意 整数 ， 这 样 , 本 征 频 率 为 


2 2 2\Q@ 
2 0272 mn Pp 
On ( | 二 ， 


问题 2， 共振 器 的 孔 口 固 连 一 根 截面 积 为 8S、 长 度 为 1 的 细 管 ， 试 求 其 
本 征 频率 . 
解 : 因 管 子 很 细 , 在 研究 由 于 气体 从 容器 中 流 进 ,流出 而 引起 的 振动 时 ， 


dd 公式 中 xz? 前 面 的 C 为 声速 ， 一 一 中 译 者 注 
* 48 ® 
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我 们 可 以 假设 只 有 答 子 里 的 气体 有 阴 显 的 速度 , 而 容器 中 的 气体 则 几乎 处 于 
般 小 ， 管 内 气体 的 质量 是 Spl, 作 用 在 它 上 面 的 力 为 S(po 一 了 ), 共 中 Pp 和 po 
分 别 为 共振 器 内 外 的 气体 压力 ， 因 此 ,必须 满 吓 8pl2= 心 (2? 一 ?o)， 这 里 ”是 
管内 气体 的 速度 .压力 的 时 间 导 数 可 由 2 一 c20 求 出 ， 而 单位 时 间 内 共振 器 
中 气体 密度 的 减 小 量 一 6， 则 可 认为 等 于 每 单位 时 间 内 离开 共振 器 的 气体 质 
量 Spv 除 以 共振 器 的 容积 V, 于 是 有 二 一 c*Spv/V, 由 此 得 
b= —ceSpi/V=—ceS (p70) /UV. 

该 方程 给 出 ?一 po 三 常数 Xeosaot 其 中 , 本 征 频率 om-=oV AR 此 值 与 c/ 二 
相 比 为 一 小 量 (Z 是 容器 的 线 尺 度 ) ,可见 波长 远 远 大 于 工 . 

在 求解 这 一 问题 时 ， 已 经 假设 了 管内 气体 振动 的 线 振幅 远 小 于 管 长 7. 
假如 情况 不 是 这 样 , 则 振动 将 伴随 有 较 大 部 份 的 管内 气体 流出 细 管 ， 此 时 就 
不 能 应 用 上 面 所 用 的 线性 运动 方程 了 . 


§ 69， 球 面 波 

现在 来 研究 一 种 声波 , 其 中 密度 , 速度 等 的 分 布 只 依赖 于 离 革 
-点 的 距离 ， 就 是 说 ， 这 些 量 的 分 布 是 球 对 称 的 ， 这 种 波 称 为 球 
面 波 

让 我 们 先 来 求 描述 球面 波 的 波动 方程 的 通 解 . 考虑 速度 势 的 
波动 方程 Ag 一 二 3 风 =0， 因 为 4 只 是 离 球 心 的 距离 * 和 时 间 
的 函数 , 利用 球 坐 标 系 中 拉 普 拉 斯 算 符 的 表达 式 , 就 得 到 
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我 们 寻求 形式 为 5 一人 号 二 的 解 ， 代 入 方程 ,经 过 简单 的 计算 , 就 
得 到 关于 了 的 下 列 方程 : 


of c29 上 
ot’ 37 


这 正好 是 以 半径 7 作为 坐标 变量 的 通常 的 一 维 波动 方程 ， 我 们 知 
® 29 。 





道 , 这 个 方程 的 解 具有 下 面 的 形式 : 
f=fi(ct—7) +f(et 二 7)， 
其 中 fi 和 ff 是 任意 函数 ， 寺 是 ,方程 (69. 1) 的 通 解 为 
i (ein) fo (os + (69. 2) 


第 一 项 表示 从 原点 向 空间 所 有 方向 传播 的 出 射 波 ， 第 二 项 则 表示 
由 外 向 中 心 传播 的 汇聚 波 ， 与 平面 波 的 波幅 保持 不 变 不 同 ， 球 面 
波 的 波幅 随 着 离开 中 心 距离 的 增 大 成 反比 地 减 小 ， 波 的 强度 以 波 
幅 的 平方 表示 , 因此 , 它 以 与 距离 平方 成 反比 的 规律 减弱 ; 这 是 理 
所 当然 的 ,因为 波 的 总 能 量 通 量 分 布 在 一 个 球面 上 ,球面 积 随 着 7。 
的 增 大 而 增 大 . 

压力 和 密度 的 改变 量 和 速度 势 的 关系 为 p' = 一 p29， p' = 





一 9, 而 它们 的 分 布 用 和 (69. 2) 形 式 相同 的 公式 表示 ， 但 由 过 


度 势 的 梯度 所 确定 的 ( 径 向 ) 速 朗 分 布 为 
区间 二 ic 可 (69.3) 


dr 个 
如 果 原 点 没有 声 源 , 当 7==0 时 ,速度 势 (69. 2) 必须 保持 有 限 值 .为 
此 ,必定 有 fi (c2) = 一 fo (ct), 即 $ 的 形式 为 

g 0 Et) (69. 4) 


(球面 驻 波 )， 男 一 种 情形 是 , 如 果 在 原点 有 一 个 声 源 , 则 由 它 凤 外 
的 出 射 波 的 速度 势 为 =f(ct 一 7)/7; 这 速度 势 在 7=0 点 不 一 定 
要 保持 有 限 值 ,因为 解 只 是 对 声 源 以 外 的 区 域 成 立 . 
单 色 球面 驻 波 的 速度 势 形式 为 
4 =he-'" Mee, (69. 5) 


其 中 =w/c。 而 出 射 的 单 色 球面 波 则 由 下 式 确定 ; 


。 30。 | 
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人 (69.6) 
Tr 

值得 指出 ,该 表达 式 满足 微分 方程 : 
Ab 128 一 一 4r4e-io6(r)， (69.7) 
方程 的 最 右边 是 6 函数 : 6(r)=6(z)6(y)6(z)， 除 原点 外 ,处 处 
有 6(7) 一 0， 这 样 就 回 到 了 章 次 方程 (69. 1); 而 在 一 个 包含 原点 
在 内 的 小 球体 上 将 (69. 7) 式 积分 [此 时 表达 式 (69. 6) 简化 为 

Ae-t*!/r], 则 在 两 边 得 到 的 都 是 一 4r 4Ae '*'. 

现在 来 考察 出 射 的 球面 波 , 它 占 据 了 球 沉 外 的 区 域 ， 而 球 过 外 
的 介质 是 处 于 静止 或 近 平静 止 的 ; 这 种 波 可 以 由 一 个 仅 在 有 限时 
间 间 隔 内 发 射 声波 的 点 源 产 生 ， 也 可 以 由 某 个 存在 声 扰 动 的 区 域 
产生 (参看 $ 71 的 末尾 和 8 73 的 问题 4 )， 在 任何 给 定点 上 , 当 声 
波 到 达 之 前 , 速度 势 4 三 0， 声 波 通过 以 后 ,运动 必然 消失 ;这 表明 


# 必须 变 为 常数 ， 然 而 , 在 出 射 球面 波 中 , 速度 势 为 几 一 六 一半 
形式 的 函数 ;这 种 函数 只 有 在 函数 / 便 等 于 零 时 才能 变 为 一 个 党 
数 ， 因 而 ， 在 波 通过 的 前 后 ， 速 度 势 一 定 都 是 零 D， 由 此 ， 我 们 
可 以 得 出 关于 球面 波 中 疏 密 分 布 的 一 个 重要 结论 
声波 中 压力 变化 各 旗 势 的 关系 是 二 一 p98/36， 根 据 以 
上 所 述 ， 可 以 清楚 地 看 出 ， 如 果 我 们 对 一 个 给 定 的 = 在 全 部 时 间 
过 程 中 积分 p 其 结果 将 为 堆 
| 多 此 一 0. 《69. 8) 
这 意味 着 , 当 球面 波 通过 一 个 给 定点 时 ， 在 该 点 将 观察 到 稠密 (p 


>0) 和 稀疏 (2' <0) 两 种 状态 . 在 这 方面 ,球面 波 与 平面 波 过 然 不 
同 ， 平 面 波 可 以 只 包含 稠密 状态 , 或 者 只 包含 稀疏 状态 . 


@ 这 和 平面 波 中 发 生 的 情况 不 同 , 在 平面 波 通过 后 , 则 有 $ 一 常数 天 0。 
s 3 了 1 。 





如 果 我 们 在 给 定 的 时 刻 ， 考 察 x? 随 距 离 变 化 的 方式 , 会 看 到 
类 但 的 情形 ;此 时 ,我 们 不 考虑 积分 (69. 8) 而 考虑 田 一 个 等 于 零 的 
积分 
| dr=0 


站 题 
向 题 1， 在 初始 时 刻 , 气体 在 半径 为 a 的 球 内 压缩 到 p' = 常数 二 A; 在 
该 球 的 外 边 , p= 二 0， 设 在 整个 空间 内 初始 速度 均 为 零 , 试 求 以 后 的 运动 . 
解 . 关于 速度 势 $5 的 初始 条 件 为 : 当 夺 一 0,r<a 或 ?> 有 时， 有 4 一 0; 
当 1 二 0 时 ,$9 一 FR(r) ,其 中 ， 对 7>a,F(7)= 一 0; 对 7 过 a， 则 f(r) 二 一 c?A/n. 
我 们 寻求 下 列 形式 的 $; | 
$ (r,t) = 


由 初始 条 件 , 我们 得 到 (一 7”) 一 Fr) =0, 了 (一 r) 一 了 (7) =rF(r)/c. 
詹 第 -- 个 方程 , 可 得 了 (一?) 十 fr (7) =0, 将 它 和 第 二 个 方程 联 立 , 即 可 给 ! 
7) 二 一 也 (一?) 二 一 r 了 (7) /2c， 最 后 ， 把 P(r) 的 值 代入 , 便 求 得 导数 
f (和 卫 数 了 (&) 本身 的 表达 式 如 下 : z 
Wi ,ff’ (€) =0,f(£)=0; 
"ela,f’ (£) =08A /2p, 1 (£) =0(£:~a)A/4p. 
这 就 是 问题 的 解 如 果 我 们 考察 > 盖 a， 即 初始 压缩 区 外 的 一 个 点 ， 可 得 密 


度 为 
当 上 < (一 4) fc 时, p 一 0; 


妆 人 一 g) /eta)/c 了 时 ,0 = (ret)A/r; 


_f{tct—r)— —f(ottr) 


人 


当 二 (r+a)/e 时 ,p=0. : 
声波 在 时 间 间 中 2a/c 内 通过 所 考虑 的 点 ; 换 名 话说, 波 的 形状 是 一 个 厚度 为 
2a 的 球 党 ,在 时 刻 ti, 该 球 壳 位 于 半径 为 ct 一 a 和 ct 十 a 的 两 个 球面 之 间 . 球 
这 内 ,密度 线性 地 变化 ;在 外 侧 部 分 (7 汪 ct)， 气 体 受到 压缩 (p' 汪 0) ,而 在 内 
侧 部 分 (7 二 ct) ,气体 变 得 稀 芒 (p' < 过 0). 

问题 2， 试镜 定 半径 为 a 的 球形 容器 内 中 心 对 称 的 声 振 动 的 本 征 频率 . 
解 : 当 7=a 时 ,由 边界 条 件 28/2ar 一 0( 此 处 的 少 由 (69. 5) 式 给 出 )， 可 


es 32 。 





得 出 tg (ka) 一 4o， 该 式 确定 了 全 部 本 征 频率 ， 第 一 个 (最 低 的 ) 频 率 是 
Wi= 4.149c/a, 


§ 70， 柱 面 波 
现在 来 研究 一 种 声波 , 其 中 所 有 物理 量 的 分 布 沿 某 一 方向 (我 
们 取 该 方向 为 2 加 ) 是 均匀 的 ,同时 相对 于 此 轴 具 有 完全 的 轴 对 称 
性 ， 这 种 波 称 为 柱 面 波 ， 在 柱 面 波 中 有 
: $=$(R,), 
其 中 ，R 表示 离 z 轴 的 距离 ， 现 在 来 确定 波动 方程 的 这 种 轴 对 称 
的 通 解 ， 我 们 可 以 从 球 对称 的 通 解 (69.2) 着 手 研究 ， 由 于 玉 和 " 
的 关系 是 汉王 形 十 22 所 以 , 当 五 和 二 给 定时 ,公式 (69.2) 给 出 的 乡 
将 依赖 于 z， 仅 依赖 于 有 和 而且 满 足 波动 方程 的 函数 ， 可 由 积 
分 (69.2) 式 而 得 到 ,积分 时 , 可 从 xz 三 一 co 积 到 z= 二 oo, 从 0 积 到 
“oo 也 是 可 以 的 ， 我们 可 以 把 对 z 的 积分 变换 为 对 > 的 积分 ， 因 为 
Zz 二 M7? 一 RR ,dz 二 rdr/MT7T? 一 RI. 当 z 从 0 变化 到 co 时 , 7 就 从 有 B 
变 到 co， 因此 ,我 们 求 得 轴 对 称 的 通 解 为 





Dn “fct 二 7) 
$= | rt| eR 7 》 (70, 1) 


其 中 的 和 f 为 任意 函数 .第 一 项 为 出 射 的 柱 面 波 ， 第 二 项 为 汇 
聚 的 柱 面 波 . 

人 在 这 些 积分 中 作 代 换 : of 士 7: 所 还 可 以 把 公式 (70. 1) 改写 为 

2 一 总 oo a 

$=| re ee ee 2 
我 们 看 出 ， 在 出 射 的 柱 面 波 中 ，t 时 刻 的 速度 势 值 由 用 在 一 oo 到 
i 一 R/c 这 段 时 间 内 的 值 所 确定 ; 类 似 地 ， 影 响 汇聚 波 的 则 是 户 在 
ti 十 R/c 到 co 这 段 时 间 内 的 值 . 

如 同 球 面 波 一 样 , 当 f1(8) = 一 f2(8) 时 ,就 得 到 驻 波 ， 可 以 证 
明 , 住 面 驻 波 岂可 以 用 下 面 形 式 的 公式 来 表示 ; 
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这 里 的 五 (8) 是 另 一 个 任意 函数 . : 

我 们 来 推导 单 色 柱 面 波 的 速度 势 表达 式 ， 柱 坐标 中 关于 速度 
势 $(R,) 的 波动 方程 为 

襄 浙 ( 2 
在 单 色 波 中 ,$ 二 e-"* 呈 (BR), 因 此 ,我 们 可 以 得 到 关于 函数 f(R) 的 
方程 ; 太 十 户 /B 上 zf 一 0。 这 是 零 阶 的 贝 塞 耳 方程 。 在 柱 面 驻 波 
中 ,$ 在 R=0 处 为 有 限 值 ;适合 这 个 条 件 的 解 为 JoCkR), 这 里 ya 
是 第 一 类 贝 塞 耳 函数 ， 于 是 ,在 柱 面 驻 波 中 ， 
$ =Ae-'*!'Jo 04) ， (70.4) 

当 R=0 时 ,函数 了, 趋 于 1， 从 而 振幅 趋 于 有 限 的 极限 4， 在 远 距 
离 的 处 , Jo 可 用 它 的 渐 近 表 达 式 代替 ,于 是 ,$ 取 以 下 形式 : 


$=4 eHR oR) (70. 5) 
nT MER : 
对 应 于 出 射 的 单 色 行 波 解 为 
$=Ae :HV ER). (70, 6) 


这 里 五 0 是 第 一 类 零 阶 汉 克 尔 (Hankel 国 数 ， 当 R>0 时 ,该 销 
数 有 一 个 对 数 合 点: 
4 全 全 人 ln (ER)e-te (70.7) 


在 远 距离 处 ,适用 痢 近 公式 
exp| CER— 一 o8 一 玫 ) 
| (70. 8) 
4 -4 二 7 


由 此 可 见 ，《〈 在 远 距 离 处 ) 柱 面 波 的 振幅 与 离 轴 的 距离 的 平方 根 成 
芭比 地 减 小 ， 因 而 强度 按 1/R 的 规律 减 小 ， 这 一 结果 是 显而易见 
9 34* 
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的 ,因为 总 能 量 通 量 分 布 在 整个 圆柱 面 上 , 当 波 传播 时 ， 圆 柱 面 的 
面积 是 正比 于 R 而 增 大 的 . 

出 射 柱 面 波 与 球面 波 , 平 面 波 相 比 有 一 个 重要 的 差别 , 即 柱 面 
波 只 有 前 阵 面 ,而 无 后 阵 面 . 就 是 说 , 一旦 声 扰动 到 达 某 一 点 以 后 ， 
它 不 会 突然 中 止 ， 而 是 随 着 ->o0， 声 音 相 当 缓 慢 地 衰减 ， 假 设 
(70. 2) 式 第 一 项 中 的 函数 f1(6) 只 在 某 个 有 限 范围 61 才 6<<& 内 异 
于 零 , 则 当 . 上 同 满足 ct 二 Rt 时 ,就 有 

2 | d 
$=| 0 

当 上 -> cofk ,这 个 表达 式 以 
-| f(a , 


的 规律 趋 于 零 , 即 g 与 时 间 t 成 反比 . 

这 样 ， 由 一 个 仅 在 有 限时 间 内 作用 的 声 源 所 产生 的 出 射 柱 面 
波 , 随 着 t->oo, 其 速度 势 将 缓慢 地 趋 于 零 ， 这 意味 着 ， 和 球面 波 
的 情况 让 类 似 ,p' 对 所 有 了 时间 的 积分 为 零 : 

| 2'at=0, (70. 9) 


因此 , 柱 面 波 也 像 球 面 波 那样 , 必然 包含 稠密 和 稀 玻 两 种 状态 . 


§ ?1 ， 波 动 方程 的 通 解 

现在 我 们 来 推导 - .个 一 般 公 式 ， 它 将 给 出 任意 初始 条 件 下 无 
限 流 体 中 波动 方程 的 解 ， 即 用 初始 时 刻 流 体 中 的 速度 和 压力 分 布 
给 出 任意 时 刻 的 速度 和 压力 分 布 . 

我 们 首先 建立 -一些 辅助 公式 ， 设 四 (zy 9 zt 和 (zy 2 
是 波动 方程 的 任意 两 个 解 ， 它 们 在 无 穷 远 处 为 零 ， 考 虑 在 整个 空 
间 上 的 积分 
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7=| ($Y yay, 


人 


并 计算 其 对 时 间 的 导数 ， 因 为 $ 和 几 满 足 方程 


z Ag --$/c?=0 
和 Ab 一 风 /c2 一 0， 
因而 有 [gb--p8)ay 


=0° | ($Ap—yA$) ay 


=c?|v: (gvy—yy$)ar. 


最 后 的 积分 可 以 变换 为 在 无 穷 远 处 某 个 曲面 上 的 面积 分 ， 因 而 该 
让 分 为 零 ， 于 是 ,我 们 可 以 断定 41/4t =0, 即 了 与 时 间 无 关 : 


| (gy 一 $$)a7 = 常数 (71.0) 
其 次 , 我 们 来 考察 波动 方程 的 下 列 特 解 ， 
兴 es (71. 2) 


(其 中 7 为 离 基 给 定点 0 入 距离 ,是 某 确定 的 时 刻 ,6 为 6 函数 )， 
并 计算 乡 对 整个 空间 的 积分 ， 于 是 
| war=| 多 4rrzzr 
= | ofr—ce(to—t) 1ar. 


当 7=c(to 一 想 时 (假定 io 二 人 站,6 因数 的 自 变量 为 零 , 于 是 , 由 6 因 
数 的 性 质 , 求 得 


|yav =4re (to—t) , (71. 3) 
将 此 方程 对 时 间 微 分 , 得 到 z 
JYar = —4xnc., (71. 4) 
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现在 , 用 函数 (71. 2) 代 换 积分 (71. 1) 中 的 ,并 取 $ 为 待 求 的 
波动 方程 的 通 解 。 根 据 (71. 1) 式 , 了 为 常数 ; 利用 这 一 点 , 我 们 写 
出 了 在 时 刻 1=0 和 + = 加 的 表达 式 , 并 令 两 式 相等 ， 当 上 一 如 时 ， 
9 和 这 两 个 函数 中 的 任何 一 个 ,都 只 在 =0 时 才 异 于 零 ， 因 此 ， 
在 计算 积分 时 ， 可 以 在 $ 和 中 令 7=0( 即 取 它 们 在 点 0 的 值 )， 
并 可 将 8 和 $$ 移 到 积分 号 外 ,于 是 得 

T=$ (e925 40) Wav —$ (zs 9, 510) | way, 
式 中 ,2,y,z 是 点 0 的 坐标 ， 根 据 (71. 3) 和 (71. 4 式 , 当 t=to 时 ， 
第 二 项 为 零 , 而 第 一 项 给 出 : 
T=—4xcg (x,y,2z, 0), 
我 们 再 来 计算 ==0 时 的 了 值 , 令 业 =9%/9t = 一 9%/3to， 
并 以 加 代表 函数 $5 在 i=0 时 的 值 , 即 有 


= 一 | $B +$oy )a 


= a 
将 体积 元 写成 时 =r2grdo ,其 中 do 为 立体 角 元 ,然后 利用 6 的 数 
的 性 质 , 可 得 
|gope ody = |$ord lr—eto) drdo 
=cto|go, -ctidO; 
op 的 积分 也 可 作 类 似 的 处 理 ,于 是 有 
《= 一 - 序 (ea | 4，， ct to ) 一 cb 各- =0t, Qo0. 
最 后 ， 令 I 的 两 个 表达 式 相 等 ， 并 省 去 8 oly 下 标 ， 即 得 
We 
psy 一 二 0) tt bo ee. (71. 5) 
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这 一 公式 称 为 泊 松 公式 ， 根 据 它 由 某 一 初始 时 刻 给 定 速度 势 

及 其 时 间 导 数 的 分 布 (或 者 等 价 地 ,给 定 速 度 和 压力 分 布 ), 此 式 即 
可 确定 任意 时 刻 速 度 势 的 空间 分 布 ， 可 见 ， 上 时 刻 某 一 点 O 的 速 
度 势 值 是 由 t==0 时 某 球面 上 的 图 和 有 lg 该 球面 的 中 


心 在 O 点 ,其 半径 等 于 ct. 六 

现 假设 ,初始 时 刻 的 $o 和 名 仅 ead 
在 某 个 有 限 的 空间 区 域 中 蜡 于 零 ， fe 
法 区 域 的 边界 为 一 个 封闭 曲面 C( 图 SS 
34) .我 们 来 考 察 少 在 后 续 时 间 中 ”图 34 
在 某 点 0 的 值 , 这 些 值 将 由 那些 与 点 0 相距 为 ct 的 各 点 的 go 和 
go 值 所 确定 : 而 只 有 当 

lc 过 Li 和 De 


时 ,半径 为 ct 的 球面 才能 穿 过 曲面 C 内 部 的 区 域 ,其 中 4 和 DD 是 点 
0 到 曲面 的 最 小 和 最 大 距离 ,在 其 它 时 刻 ，(71.5) 式 的 被 积 因数 为 
零 . 因 此 , O 点 上 的 运动 始 于 时 刻 二 =&V/ ec 结束 于 时 刻 所 三 D/c. 由 
C 内 部 的 区 域 传 出 来 的 声波 就 有 一 个 前 阵 面 和 一 个 后 阵 面 .当前 
和 阵 面 达到 所 讨论 的 点 时 , 运动 即 开始 ; 而 当 后 阵 面 到 达 时 ， 原 来 振 
动 的 质点 就 转 和 人 静止 状态 。 


问 题 

当 声 波 仅 决定 于 两 个 坐标 zx 和 3 时 ， 试 导出 由 初始 条 件 确 定 的 速度 势 

解 : 半径 为 ct 的 球面 上 的 面积 元 可 以 写成 gf =c2t2do， 其 中 do 是 立体 
角 匹 ，&f 在 xy 平面 上 的 投影 是 drdy=dfVoeit* 一 pi/ci， 
这 里 P 是 点 42 因 到 球 心 的 距离 ， 对 比 这 两 个 表 达 式 ， 可 也 写 出 do 二 dzrdy| 
cir cz 所 一 D2. 
用 '“z, 纪 表示 待 求 加 值 的 那 一 点 的 坐标 , 并 用 5 7 表示 积分 城中 动 岂 的 坐标 ， 
二 是 ,我 们 就 可 将 一 般 公 式 (71.5) 中 的 go 代 以 
* 38: 
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déd7 
cioit?— (2—£)2— (y—n)> 
因为 dzdy 是 zy 平面 两 侧 的 两 个 面 元 的 投影 , 故 可 将 得 到 的 表达 式 加 倍 ， 从 
而 求 得 
2 $o(é, 7) dEd7 
J cz 要 一 (一 二 :一 (9 一刀 )3 

o(£,7) did ; 
ta | rm 
上 式 是 在 以 0O 为 圆心 ,以 ct 为 半径 的 图 上 积分 的 ， 如 果 除 了 zy 平面 上 的 一 
个 请 限 区 域 C 以 外 (或 者 更 确切 地 说 ， 是 除 母线 平行 于 2z 轴 的 柱状 区 域 以 


外 ) ,上 和 由 均 为 零 , 则 点 0 上 的 振动 (图 34) 在 1=d/c 时 开始 ,其 中 & 是 点 O 
到 该 区 域 的 最 短 距 离 ， 但 是 ,在 此 时 刻 以 后 ,以 ct 汪 d 为 半径 ,以 0 为 圆心 的 
圆 将 始终 包括 区 域 C 的 一 部 分 或 者 全 部 , 因而 少将 只 能 渐 近 地 趋 于 零 . 所 以 ， 
和 三 维 波 不 一 样 ， 这 里 所 讨论 的 二 维 波 有 一 个 前 阵 面 ， 却 没有 后 阵 面 (参看 
§ 70), 


Ra 
$lz, 9, 1) 2xc 2t 


$ 72， 羌 向 波 


球面 波 在 两 种 介质 分 界面 上 反射 ,是 一 种 特别 有 趣 的 情形 , 原 
因 在 于 , 它 可 能 伴随 有 一 种 异乎 寻常 的 现象 即 产生 这 向 波 . 

设 8( 图 35) 是 介质 1 中 球面 声波 的 源 , 它 离 介 质 1 和 2 之 间 
无 限 大 分 界 平面 的 距离 为 1 .距离 1 是 任意 的 ， 并 且 不 需要 远大 
于 波长 . 设 两 种 介质 的 密度 为 pu ps ,而 其 声速 为 c1,cs。 我 们 先 
假设 cj>c*， 那 么 ,在 离 声 源 上 距离 远大 于 4 的 那些 地 方 ， 介 质 工 中 
的 运动 将 是 两 种 出 射 波 的 和 迭 加 ， 其 中 之 一 是 由 声 源 发 出 的 球面 波 
(直射 波 ), 它 的 速度 势 为 : 





$1 》? (72. 1) 


这 里 ,> 是 离 声 源 的 距离 ,振幅 不 妨 取 为 1， 为 简明 起 见 , 我 们 在 本 
节 的 所 有 表达 式 中 都 略 去 因子 er 
* 39 9? 








此 折射 波 2 > 
区 折射 波 





图 36 

第 二 个 波 (反射 波 ) 的 波 面 是 以 8 为 球 心 的 球面 ，8' 是 声 源 @ 
对 于 分 界 平面 的 上 映 象 ， 这 个 波 面 是 点 集 PP 的 位 置 ， 而 点 集 P 是 同 
时 从 @ 点 发 出 的 声 线 徐 按 几何 声学 规律 从 分 界 平面 反射 后 在 某 一 
确定 时 刻 所 到 达 的 那些 点 (在 图 36 上 画 出 了 一 条 声 线 G4P, 其 入 
射 角 和 反射 角 均 为 9)， 反 射 波 的 振幅 随 着 离 9' 点 (有 了 时 称 之 为 
虚 源 ) 的 距离 7' 成 反比 地 减 小 , 但 是 这 振幅 还 和 0 角 有 关 ， 好 象 每 
条 声 线 在 反射 时 有 一 个 反射 系数 ， 该 反射 系数 相当 于 平面 波 在 给 
定 入 射 角 6 的 反射 系数 ， 换 言 之 ,在 远 距 离 处 , 反射 波 由 下 面 的 公 
式 给 出 ; : 


i | 2zeaeee 0— pre — C2 sin 20 和 (72. 2) 
7 | pacseos0 上 上 pici 一 czsin20 | 





| 
[0 


@ 式 中 的 cos 是 中 译 者 加 的 ,原文 疑 误 ， 一 中 译 者 注 
，40 ， 


> 淮 





此 处 请 参看 关于 平面 波 反射 系数 的 公式 (65. 4) .上 式 对 于 大 的 7 
值 显 然 是 正确 的 , 它 也 可 以 根据 下 面 介绍 的 方法 严格 地 导出 来 , 

更 有 趣 的 是 c1 二 cs 的 情况 . 此 时 ， 除 去 普通 的 反射 波 (72. 2) 
以 外 ,在 第 一 种 介质 中 还 会 出 现 另 一 个 波 ， 从 下 面 的 简单 分 析 中 ， 
可 以 看 出 这 种 波 的 主要 性 质 . 

普通 反射 波 的 声 线 94P( 图 36)， 在 下 列 意义 上 适合 费 马 原 
理 , 即 在 完全 处 于 介质 1 内 并 包括 一 次 反射 的 所 有 路 径 当 中 , 声 线 
是 从 Q 到 己 的 最 速 路 径 . 但 是 , 当 ci<cs 时 , 另 有 一 条 路 径 也 适合 
费 马 原理 : 声 线 以 全 内 反射 的 临界 角 bo (sin0o==c1/cz) 入 射 到 剧 
面 上 , 然后 在 介质 2 中 沿 界面 传播 , 最 后 又 以 0 的 角度 返回 到 介质 
1， 这 条 路 径 就 是 图 36 中 的 QBCP， 并 且 显 然 有 0>9o. 容易 看 
出 ,这 条 路 径 也 具有 极 值 性 质 : 通过 该 路 径 所 用 的 时 间 ， 小 于 通过 
其 它 任何 一 条 从 8 到 P, 并 局 部 穿 过 介质 2 中 的 路 径 所 需 的 时 间 . 

设 有 一 些 声 线 同时 离开 声 源 @, 沿 着 路 径 8B 传播 , 又 从 不 同 
的 C 点 回 到 介质 1; 所 有 这 些 声 线 在 同一 时 刻 所 到 达 的 反 卫 的 儿 
何 轨迹 ,显然 是 一 个 锥 面 ， 读 锥 面 的 母线 垂直 于 从 虚 源 8'5| 出 且 
与 界面 法 线 成 0% 角 的 直线 . 

因此 , 如果 c1 二 cs, 则 在 介质 1 中 ， 与 具有 球 阵 面 的 普通 反射 
波 一 起 传播 的 , 还 有 一 个 具有 锥 形 波 阵 面 的 波 , 而 这 个 波 又 是 从 分 
界 平 面 ( 此 处 ， 它 和 介质 2 中 折射 波 的 波 阵 面 相遇 ) 一 直 延 伸 到 与 
反射 波 的 球 阵 面相 切 , 相 切 处 在 波 阵 面 与 以 b 为 半 锥 角 、 以 QQ 为 
轴 的 锥 而 的 交 线 上 (图 35). 这 个 锥 面 波 称 为 旁 向 波 . 

经 过 简单 的 计算 不 难得 知 , 沿路 径 CBCP (图 36) 所 需 的 时 间 
比 沿路 径 84P 到 达 同 一 点 王 所 需 的 时 间 还 要 少 些 . 这 表明 ,从 声 
源 @ 发 出 的 声 普 讯号 ， 辣 尖 汗 信 为 学 同 让 到 汉中 hs 
然后 才 以 普通 反射 波 的 形式 到 达 . 

必须 记 住 ， 尽 管 可 以 用 几何 声 学 的 概念 得 到 上 面 所 给 出 的 关 

。 41，。 





于 旁 问 波 的 简单 解释 ， 但 它 却 是 一 种 波动 声学 的 效应 。 以 后 将 会 
知道 ,在 4->0 的 极 跟 情 况 下 , 旁 癌 波 的 波幅 是 趋 于 零 的 . 

现在 ， 我 们 来 进行 定量 计算 .由 点 源 发 出 的 单 色 声波 可 以 用 
方程 (69.7) 描 述 : 

A$++hkd=—4dr6(r—D), (72. 3) 

其 中 = w/c,l 是 声 源 的 矢 径 ， 这 样 选 取 6 函数 的 系数 ,是 为 了 使 
直达 波 具 有 (72. 1) 的 形式 . 下 面 , 我 们 取 一 个 坐标 系 ， 以 zy 平面 
为 分 界面 ，z 轴 沿 &8 方向， 第 一 种 介质 处 于 z>0 的 一 侧 ， 在 分 
界面 上 ,压力 和 速度 的 2 分量 ,或 者 (等 价 地 )p9 和 9398/9z, 必须 是 

应 用 一 般 的 体 里 时 方法 , 可 写 出 下 列 形式 的 解 : 


=| 【人 pez)expLi (kezt ksy) Jakadk,, (72. 4) 


式 中 ， 


$l) 一 二 | | brexp[—ilhzt hy) ldrdy. (72.5) 
A 


—_ Or 一 Do 


根据 对 于 zy 平面 的 对 称 性 , 办 显然 只 能 依赖 于 量 
|K| =~V kz + Ky. 

利用 熟知 的 公式 

J o (uu) -去 | eo (usin $)d9, 
可 以 将 (72. 4) 式 写 为 : 

$=27| $2) To(kR) «dn, (72. 6) 
这 里 , R=MVz? 十 六 是 圆柱 坐标 ( 离 : 轴 的 距离 )， 最 好 采用 下 列 
计算 把 这 一 公式 中 的 积分 变换 为 一 co 到 co 的 积分 ， 并 且 将 被 积 函 
数 用 汉 克 尔 函 数 五 9 (表示 。， 汉 克 尔 国 数 在 点 & 王 0 有 一 个 对 数 
奇 点 ; 如 果 我 们 约定 ,4 值 从 正 实数 变 到 负 实 数 是 从 复 平面 入内 点 
。 42 。 


人 





4 一 0 的 上 方 越过 , 则 有 Ho (一 轨 二 Hv (Ge 一 万 0 (0 一 2Vo(2)， 
利用 这 一 关系 式 , 可 以 将 (72. 6) 改 写 为 





$=x | $b. (2) HO CKR) KCK. , z (72. 7) 
由 方程 (72. 3) ,我 们 求 得 关于 函数 5. 的 方程 为 
72 2. 
(x 07 )$. = 一 二 6(z 一 0) (72. 8) 


要 消除 方程 右边 的 6 国 数 , 可 以 对 (满足 齐 次 方程 的 ) 玖 数 办 加 上 
2 一 ! .处 的 边界 条 件 ; 
[g.(z)] 一 [0%.(z)] -一 0， 


a [lag] 1 ~ 072.9) 

和 i | i | 

2 一 0 处 的 边界 条 件 为 

[pg.lot—Lpg.do- =0, 

dG] [eg l (72. 10) 
上 | .| 下 

我 们 寻求 下 列 形 式 的 解 : 

$= Ae 当 z 盖 ! 时 ， 


$=Be-m:+O0em: 当 1>>z>0 时 ， (72. 11) 
4. 一 Denz ” 当 0>z 了 时 . 
这 里 Li =k— bi, 42 =r/ — hk2 (ki =/c, ks/ cs), 

同时 应 当 设 
: 4=+vVri—h kk, 
4=—ivVk—ki 当 «<k. 
上 面 解 的 第 一 式 这 样 选取 ， 是 为 了 保证 当 z 一 co 时 4 不 会 无 限 增 
大 ;而 第 二 式 这 样 选取 , 则 是 因为 $ 必须 代表 一 个 出 射 波 ， 由 边界 


(72. 12) 


”条 件 (72. 9) 和 (72. 10) 可 求 出 四 个 方程 式 ， 用 于 确定 系数 4, B,C， 


D， 经 过 简单 的 计算 后 便 得 
»。 43， 





0D 2 nd sd) es Pk A 





Hipat up 2rHi” 
D=0— 4PM ,A=B+Oerm. (72. 13) 
HipPs + Hopi 


当 pz 二 pi 0; 二 C1( 即 整个 空间 内 为 一 种 介质 ) 时 ， B 等 于 零 ， 
A=Ce ;yy 中 对 应 的 项 显然 就 是 直达 波 (72. 1) ,因此 ,我 们 感 
兴趣 的 反射 波 为 


z| Br) ee- HBR) kan (72.14) 


在 这 一 表达 式 中 , 必须 规定 出 积分 路 线 . 我 们 已 经 指出 , 它 应 
在 ( 复 平 面 <《 内 的 ) 奇 点 kk=0 的 上 方 越过 .在 kk 三 二 有 士 和 a( 即 4 
或 As 为 零 ) 的 那些 点 上 ， 被 积 图 数 也 有 奇 点 (支点 )， 根据 条 件 
(72. 10)， 围 道 必 须 从 点 十 如 ， 十 加 的 下 方 和 点 一 加， 一 如 的 上 方 
越过 . 

纲 在 来 研究 远离 声 源 处 所 适用 的 表达 起 将 汉 克 和 尔 国 数 用 部 
知 的 渐 近 公式 来 代 换 , 即 得 


1 一 Hp/ a 
| orzR*PL (z+ i) Hi 


+ ZrR]ldx. (72. 15) 
图 37 绘 出 了 c1 之 cs 情况 下 的 积分 路 线 C， 积 分 可 以 用 鞍点 法 计 
算 . 指数 i[(z 十 人 Mb 一 Kk? 十 kB] 在 点 


/本 一 K2 z+l 7'cosO =tg0, 





9 好 学 »。 





即 kx 一 tsinbg 处 ,有 一 个 极 值 点 , 其 中 9 是 入 射 角 ( 参 着 图 35). 将 
积分 路 线 变换 到 0', 它 通过 该 极 值 点 并 与 横 坐 标 轴 成 z/4 角 ， 就 
可 以 算得 公式 (72. 2) . 

在 ci<cs( 即 矶 > 如) 的 情 训 下 ,如 果 


sin0> 守 一 


Cc 
-=sin Oo, 
cs 


即 如 果 69 二 00( 图 38), 则 点 x 二 sin0 处 于 和 之 间 ， 此 时 , 围 
道 C" 必须 绕 过 点 妨 并 弯 成 一 个 环线 . 因此 , 除 普 通 的 反射 波 (72.2) 
外 , 还 有 一 个 由 沿 环线 的 积分 (72. 15) 所 表示 的 波 91 ,环线 记 作 C™"， 
这 个 波 就 是 变 问 波 ， 如 果 点 fsing0 不 是 很 接近 io 即 和 第 不 是 很 
接近 全 内 反射 角 06, 这 个 积分 是 容易 算出 的 由. 





图 38 

在 x 二 点 附近 , 4: 为 一 小 量 ; 我 们 可 将 (72. 15) 的 被 积 函 数 中 

指数 项 系数 展 成 Ls 的 军 级 数 ， 零 阶 项 在 x= 丰 点 没有 奇 性 ， 因 此 
它 沿 C 的 积分 头 才 ， 了 是 得 到 


2u2p1 / 
es 本 7 KRId 72. 16 
$1 |. 3 psV -exp[ (st Ptr ar. ( ) 


将 指数 函数 展开 成 一 如 的 敌 级 数 ,并 沿 环 线 C 积分 ,经 过 简单 的 
计算 , 就 得 出 旁 癌 波 速 度 势 的 下 列表 达 式 : 
@ ”关于 适用 于 一 切 9 值 的 劳 向 波 的 研究 ， 避 参看 了 ， 布 列 稚 夫 斯 基 ，2Hypnan 


TernunecxoN Suswxu，18,455,，1948， 这 篇 文章 也 求 出 了 普通 反射 波 对 于 人 /县 的 加 
级 数 展开 式 的 第 二 项 . 这 里 , 我 们 不 妨 指 出 , 当 9 角 科 和 近 lb。 时 (在 ci 之 cz 的 情况 下 ), 修 


正 项 和 首 项 之 比 随 着 距离 增 大 ,不 是 按 4/R 的 规律 , 而 是 按 (4/R)“ ‘的 规律 减 小 的 . 
9 A435... 





di 271D11oeXp[Yi1iyp CD8 (00—0) , (72. 17) 


r’? phir cos0osingsins(0o 一 0) 
波 面 应 是 锥 面 : 
rT'cos (0 一 0 二 Rsin0o0 十 (Zz 十 Lcos0o 二 常数 . 
这 和 前 面 得 到 的 结果 一 致 ， 在 确定 的 方向 上 ， 波 幅 与 距离 ”的 平 
方 成 反比 地 减 小 ， 我 们 还 可 看 出 ,在 4->0 的 极限 情况 下 ， 旁 向 波 
消失 ， 当 0 一 bo 时 ,表达 式 (72.17) 不 再 成 立 ; 实际 上 ， 在 这 种 ! 值 
范围 内 , 旁 向 波 的 振幅 将 随 着 距离 之 增 大 按 7 的 规律 襄 减 ， 


§ 73， 声 发 射 

在 流体 中 振动 的 物体 ,引起 邻近 流体 的 周期 性 压缩 和 稀疏 , 因 
而 产生 声波 ， 这 些 声 波 带 走 的 能 量 是 由 物体 的 动能 所 提供 的 ， 所 
以 ,我们 可 以 称 之 为 振动 物体 的 户 发 射 ，@ 

在 任意 形状 物体 以 任意 方式 振动 的 一 般 情 况 下 ， 声 波 发 射 问 
题 必 须 按 下 述 方法 求解 ， 我们 取 速 度 势 $ 为 基本 量 ,，4$ 满足 波动 
方程 

Ad 一 工 3 风 -0 (73. 1) 


在 物体 的 表面 上 ， 流 体 速 度 的 法 向 分 量 必 须 等 于 物体 速度 4 的 相 
分量: 
Sw,. (73. 2) 


在 远离 物体 的 地 方 ， 声 波 必然 变 为 一 个 出 射 的 球面 波 ， 满 足 这 些 


Q@ 以 下 我 们 将 始终 假设 物体 的 振动 速度 入 远 远 小 于 上 声速。 既然 u~aw, 其 中 a 
是 振动 的 线 振幅 ,这 就 意味 着 a<<4. 

一 般 说 来 , 还 要 假设 振幅 远 远 小 于 物体 的 线 只 度 , 否则 , 在 物体 附近 就 不 存在 势 流 
(参看 ;9) .只 有 在 缉 粹 体积 脉动 的 情况 下 ,这 个 条 件 才 不 是 必需 的 ,下 面 记 用 到 的 解 
式 (73.7)， 其 实 是 连续 方程 的 直接 推论 ， 

。 46°* 





边界 条 件 和 无 穷 远 处 条 件 的 为 程 (73, 1) 的 解 ， 确 定 了 物体 所 发 身 
的 声波 ， 
有 两 种 情形 的 边界 要 详细 研究 一 下 . 首先， 我 们 设 物 体 的 振 
动 频率 足够 大 , 以 致 发 射 波 的 波长 远 远 小 于 物体 的 线 尺 度 1，, 即 
il. (73. 3) 
在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 把 物体 的 表面 分 成 若干 部 分 , 每 一 部 分 的 
线 尺度 很 小 ， 小 得 使 各 部 分 都 可 以 近似 地 看 成 平面 ， 但 比 起 波长 
来 ,还 是 大 得 多 .于 是 ,我 们 可 以 设想 每 块 这 样 的 表面 发 射 一 个 平 
面 波 , 波 中 的 流体 速度 ,就 是 那 块 物体 表面 速度 的 法 向 分 量 wr. 而 
平面 波 中 的 平均 能 量 通 量 是 co 好 (参看 8$ 64)， 其 中 % 是 波 中 的 流 
体 速 讼 ， 令 v=wn, 并 沿 整个 物体 表面 将 这 个 能 量 通 量 积分 ， 就 得 
到 物体 在 每 单位 时 间 内 以 声波 形式 发 射 的 平均 能 量 ， 即 发 射 声波 
的 总 强度 , 其 结果 为 


pe 中 maf. (73. 4) 


该 发 射 强度 与 振动 频率 无 关 ( 对 给 定 的 速度 振 申 而 言 ). 

现在 来 考察 相反 的 极限 ， 即 发 射 波长 远大 于 物体 线 尺度 的 
情形 ; 
4 之 7. (73. 5) 
此 时 , 在 物体 附近 ( 离 物体 的 距离 远 小 于 波长 的 地 方 ), 可 以 把 一 般 
方程 (73, 1) 中 的 (1/c52329713t7 项 略 去 .因为 在 这 一 区 域 中 , 该 项 
的 量 级 为 o2g/c 一 g/ 和， 而 对 坐标 的 二 次 导数 项 则 是 多 /7 的 
是 级 . 

这 样 ， 物 体 附 近 的 流动 就 满足 拉 普 拉 斯 方程 人 $= 二 0， 这 是 不 
可 压缩 流体 的 势 流 方 程 ， 因 此 ,物体 附近 的 流体 ,宛如 不 可 压缩 六 
体 那样 运动 ， 声 波 本 身 , 即 压缩 波 和 稀 朴 波 ,只 在 离 物体 很 远 处 才 
出 现 ， 


Ee Te tt 





在 相当 于 物体 线 尺 度量 级 或 更 小 量 级 的 距离 上 ， 待 求 的 方程 
Abg=0 之 解 不 能 写成 一 般 形 式 ,而 是 和 振动 物体 的 实际 形状 有 关 . 
但 在 比 ! 大 得 多 的 距离 上 (不 过 , 仍 须 远 小 于 波长 4， 方 程 Ag=0 
才能 成 立 ) ,利用 9$ 必须 随 着 距离 增 大 而 减 小 这 一 事实 ， 我 们 可 以 
求 得 解 的 一 般 形式 ， 在 §11 中 , 已 经 讨论 过 拉 普 拉 斯 方程 的 这 类 
解 ,仿照 该 市 ,把 解 的 一 般 形 式 写 为 


$= 一 夺 十 A V (=) (73. 6) 


其 中 ，7 是 离 物体 内 某 个 任意 取 定 的 原点 的 距离 ， 这 里 所 考虑 的 
距离 ， 当 然 必须 比 物体 的 线 尺 度 大 得 多 ， 因 为 否则 我 们 就 不 能 
只 限于 讨论 $ 中 某 些 随 着 7 增 大 而 减 小 得 最 慢 的 项 ， 我 们 已 把 两 
项 都 写 进 (73. 6) 式 了 , 不 过 必须 记 住 , 其 中 的 第 一 项 有 时 是 不 出 现 
的 (参看 下 文 ). 

现在 来 研究 在 何 种 情况 下 ， 这 个 一 a/r 项 不 等 于 零 . 我 们 在 
§ 11 中 曾 发 现 , 速度 势 一 a/7 导 致 一 个 非 零 的 质量 通 量 通过 包围 物 
体 的 封闭 曲面 , 这 个 通 量 的 值 为 4xpa. 但 是 , 在 不 可 压缩 流体 中 ， 
这 一 质量 通 量 ， 只 能 在 曲面 内 流体 总 体积 发 生 改 变 的 情况 下 才能 
产生 ， 换 句 话 说, 物体 的 体积 一 定 有 变化 , 其 结果 ， 不 是 流体 从 这 
一 体积 中 排出 ,就 是 流体 被 “吸入 ”， 因 此 , (73. 6) 式 中 的 第 一 项 在 
下 述 情况 下 出 现 , 即 发 声 物体 不 断 地 进行 脉动 ， 而 在 脉动 过 程 中 ， 
物体 的 体积 发 生变 化 . z 

现在 假设 存在 上 述 情况 ， 要 确定 声 发 射 的 总 强度 .按照 前 面 
的 分 析 , 流 过 封闭 曲面 的 流体 体积 4xa, 必 等 于 物体 体积 下 在 每 单 
位 时 间 内 的 变化 ,也 就 是 等 于 导数 4V /dt (体积 了 是 时 间 的 给 定 函 
数 ): 4xa 二 V， 于 是 ,在 满足 条 件 7<r<4 的 距离 7 上 ， 流 体 的 运 
动 由 函数 $= 一 产 (t)/4x7 确 定 ， 但是， 存 ”六 4 的 距离 上 〈 即 在 
“ 击 波 区 ”),$ 必 代表 一 个 出 射 的 球面 波 ,就 是 说 ,其 形式 必定 是 


48， 





$ a tr) (73.7) 


人 
因此 ,我 们 立刻 可 以 作出 结论 : 在 所 有 比 ! 大 得 多 的 距离 上 ， 发 射 
波 的 形式 为 
Os 了 GE 一 ?7/C) (73. 8) 


4nxr 
它 是 用 t--?/c 代 换 V(t) 中 的 自 变量 幸而 得 到 的 . 
每 一 点 上 的 速度 刀 = V4 都 沿 其 矢 径 的 方向 ， 它 的 大 小 则 为 
v= 二 9$/97, 如 在 7 污 4 的 距离 上 微分 (73. 8) 式 , 因为 分 母 的 微分 将 
得 出 的 1/7 高 阶 项 可 以 忽略 不 计 ， 故 只 需 取 式 中 分 子 的 导数 就 行 


了 .又 由 于 人 


ee 一 ?/c) 
v= tr/ nm， 人 (73. 9) 


其 中 nn 是 7 方向 的 单位 矢量 . 
声 强 度 是 用 速度 的 平方 表示 的 ， 在 这 里 ， 它 与 发 射 的 方 同 无 
关 ， 即 发 射 是 各 向 同性 的 .每 单位 时 间 内 的 总 发 射 能 的 平均 值 为 


1=pe dh maf = (167 ) fer 
这 里 是 在 一 个 包 有 原点 的 封闭 曲面 上 积分 ， 把 读 曲 面 取 为 半径 等 
于 的 球面 ,并 注意 到 被 积 函 数 只 和 离 原点 的 距离 有 关 , 最 后 得 到 


7 一 -共产 . (73. 10) 
这 就 是 声 发 射 的 总 强度 ， 可 以 看 出 ，7 大 0 


导数 的 平方 确定 的 . 
a 
“ 比 于 振动 的 频率 和 速度 振幅 当 给 定 物 面 上 各 点 的 速度 振幅 时 ， 
这 一 导数 的 均 方 值 就 正比 于 频率 的 平方 .但 是 ， 当 给 定 振动 的 掀 
同时 , 速度 振幅 自身 又 和 频率 成 止 比 , 所 以 发 射 强 度 正比 于 0 
9 A449 。 





现在 我 们 来 考察 没有 体积 变化 的 振动 物体 的 声 发 射 。 此 时 ， 
(73.6) 式 中 就 只 剩 下 第 二 项 ,我们 把 它 写 为 
$=V: [A(t)/r]. 与 前 一 种 情形 类 似 ， 我 们 可 以 推断 ， 在 所 有 
7 之 ! 的 距离 上 , 解 的 一 般 形式 都 是 
_ | ACG 一 ”/c) 
4 一 V We | 


可 立即 看 出 ， 这 一 表达 式 确 是 波动 方程 的 一 个 解 ; 因为 昭 数 A(t 
一 ?jc)/7 是 一 个 解 ,所 以 它 对 坐标 的 导数 也 是 解 ， 再 次 只 对 式 中 
分 子 进行 微分 ,就 得 出 (在 "六 4 的 距离 上 ) 

$= 一 全 7 z (73. 11) 
为 了 计算 速度 =V$, 我 们 需要 再 次 只 对 A 进行 微分 ， 于 是 , 利 
用 矢量 分 析 中 关于 对 标量 自 变量 进行 微分 的 熟知 规则 , 就 有 
A(t—r/c): ny (:—), 


er 


DD 二 
再 把 V(t 一 全 )= 一 上 Vr 一 一 全 ,代入 上 式 ,最 后 得 到 


ee (73. 12) 
er 
现在 ， 发 射 强度 是 与 发 射 方向 ( 即 mm 方向 ) 和 矢量 A 之 间 夹 
角 余 纺 的 平方 成 正比 ; 这 种 发 射 称 为 偶 极 发 射 ， 声 发 射 总 强度 以 
积分 





志和 2 
I= A af 


表示 . 我们 还 是 将 积分 曲面 取 作 半径 为 7 的 球面 ， 并 且 采 用 以 矢 
量 A 的 方 同 作为 极 轴 的 球 坐 标 系 .经 过 简单 的 积分 ,最 后 得 出 每 
单位 时 间 内 的 声 发 射 总 强度 为 


ee SO 。 


i 站 








_4dxp *， 
SA?. (73. 13) 





矢量 A 的 分 量 是 物体 速度 的 分 量 的 线性 函数 (参看 $11)， 因 
此 ,这 里 的 强度 是 速度 分 量 的 二 次 时 间 导 数 的 二 次 函数 . 

如 果 物 体 作 频率 为 @ 的 谐振 动 ， 我 们 可 推断 出 (理由 如 前 所 
述 ), 在 速度 振幅 值 已 知 的 情况 下 , 强度 与 0! 成 正比 ， 当 给 定 物体 
振动 的 线 振幅 时 , 速度 振幅 正比 于 频率 , 因此 ， 强 度 与 ?成 正比 . 

用 完全 类 似 的 方法 ,我们 可 以 解 柱 面 声波 的 发 射 问题 , 这 种 声 
发 射 ， 是 由 一 个 任意 横 截面 的 柱 体 作 垂直 于 自身 轴线 的 脉动 或 振 
动 所 产生 的 .为 了 今后 的 应 用 ,我 们 在 这 里 列举 相应 的 公式 ， 

我 们 首先 来 研究 圆柱 体 的 小 脉动 ,并 设 3= 8( 妨 是 柱 体 的 (可 
变 ) 横 截面 积 ， 在 离 柱 轴 虐 离 > 处 ,7 满足 条 件 <r<4(1 是 柱 体 
的 横向 线 尺度 ), 类 似 于 (73. 8) 式 可 得 


$= 人 人 nf (73. 14) 


这 里 ,f( 刀 是 时 间 的 某 个 户 数 ,1nf7 的 系数 应 妥 为 选取 , 务 使 得 到 
的 通过 共 轴 柱 面 的 质量 通 量 之 值 是 正确 的 . 根据 出 射 柱 面 波 的 速 
度 势 公式 [公式 (70.2) 的 第 一 项 ], 现在 可 以 推断 出 ， 在 所 有 7 之 !/ 
的 距离 上 ,速度 英 可 以 表示 为 
Rh S(t) dt 

0 | VV et—t) ri 
当 7->0 时 ,这 一 表达 式 的 首 项 与 (73. 14) 式 相同 , 而 (73.14) 式 中 
的 函数 f(#) 也 就 自动 确定 了 [假设 当 1 一 一 吕 0 时 ， 导 数 S$(t) 很 快 
趋 于 零 ]， 男 一 方面 ,7 值 非常 大 时 (声波 区 7 ，t 一 纪 ~7/c 的 那 
些 值 在 积分 (73, 15) 中 起 最 重要 的 作用 ， 因 此 , 在 被 积 国 数 的 分 母 


中 ,我 们 可 以 设 
er 


(73. 15) 





6c [ S(t’ )at’ 

~ 2aV 2r ,s,s VelGt—t )—r 

最 后 ， 速 度 v=968/3r. 为 了 计算 这 个 导数 ， 最 好 把 i 一 如 
r/c =# SO 

a “S(t—r/c—é) 
7 3 | /EE ds; 
这 样 ,积分 限 就 与 ?无关 ， 积 分 前 面 的 因子 1/~M7 用 不 着 求 微分 ， 
因为 这 将 得 出 1/7 的 高 阶 项 ， 在 积分 号 下 微分 ， 然 后 再 回 到 变量 
上 , 即 得 


(73. 16) 





(73. 17) 


1 [3 S(t) dt 
如 二 


2xN/27)_ s,s Ve tr 
发 射 强度 由 乘积 2rrpc2? 来 确定 .应 当 注 意 的 是 ， 与 球面 波 的 情 
况 不同, 这 里 ,任何 时 刻 的 发 射 强度 ， 要 由 函数 S(t) 在 从 一 品 到 
一 ?/c 的 全 部 时 间 内 的 变化 而 定 . 
最 后 ， 当 无 限 长 柱 体 沿 着 垂直 于 其 轴线 的 某 一 方向 作 平 移 振 
动 时 ,在 7<r<4 的 距离 7 处 ,速度 势 的 形式 为 
$=v. (Alnfr)， (73. 18) 
这 里 的 A (四 可 由 求解 不 可 压缩 流体 中 柱 体 绕 流 的 拉 普 拉 斯 方程 
而 得 到 ， 因 此 , 我们 又 可 以 推断 出 ,在 所 有 六; 的 距离 上 ,应 有 
$=—V: (| | rr) (73. 19) 


“一 Co 


最 后 ， 我 们 还 必须 作 如 下 说 明 ， 这 里 已 经 完全 上 略 去 了 流体 的 
粘性 效应 ,因而 假设 发 射 波 中 总 是 势 流 ， 但 是 实际 上 , 振动 物体 周 
上 在 厚度 为 /yo 的 流体 层 里 , 并 不 是 势 流 ( 参 看 8 24)， 因 此 ,如 
果 归 使 以 上 公式 变 得 可 用 ， 就 必须 使 这 一 层 的 厚度 相对 于 物体 的 
线 度 ! 小 得 多 , 即 
?23 * 





CS4 汐 (73. 20) 
C》 


当 频 率 很 低 或 者 物体 线 尺 度 很 小 时 , 这 个 条 件 不 一 定 能 满足 . 


回 题 

问题 1， 设 有 一 个 球 以 频率 @ 作 ( 谐 和 ) 平移 小 振动 , 波长 与 球 半径 至 大 
小 相当 , 试 求 声 发 射 的 总 强度 . 

解 : 把 球 的 速度 写成 u=uoe-'*! 的 形式 ， 则 4$ 也 通过 因子 e-'*! 依赖 于 
时 间 , 并且 满 足 方程 A$ 十 6?$ 二 0, 其 中 X= 二 w/c. 我 们 寻求 形式 为 $ 二 a Vf (7) 
的 解 ,原点 取 在 球 心 的 瞬时 位 置 上 , 就 得 到 关于 下 的 方程 为 uvV(Af 十 8f) = 
0, 由 此 有 Af+ 如 f= 二 常数 ， 撒 开 无 关 紧 要 的 附加 常数 ,我 们 就 得 到 


f=Ae'r/r. 
常数 4 可 由 以 下 条 件 求 出 ; 
当 r=R 时 ,3236/97 =4,;- 
ee 
其 结 东 是 省 | 32ipR RR 


这 样 ,我 们 就 得 出 了 偶 极 发 射 ， 在 离开 球 相当 远 的 距离 处 , 与 itr 相 比 ,1 可 
以 略 去 不 计 , 于 是 ,4 取 (73.11) 的 形式 ,其 中 矢量 4 为 
tO 

2— 22KR— ER 
注意 到 (reA): 一 二 | 和 4|* ,根据 (73. 13) 式 可 得 声 发 射 总 强度 为 


A= —ue't(r-£) Rs 


_2xp » Riw’ 
go ln Tn 


当 wR/c&1 有 时， 这 个 表达 式 变 成 =xpR|uol?w'/6cs， 把 $11 的 问题 1 中 
的 表达 式 A=— Ru 直接 代入 (73.13) 式 ,也 可 以 得 到 这 个 结果 . 当 wRBR/c 污 1 


时 ,可 得 1 二 人 xpeRrjuol?, 此 式 与 公式 (73.4) 相 对 应 . 
在 整个 球面 上 对 压力 (p 二 一 p($ ) ,zg) 沿 方向 的 分 量 进行 积分 ,可 得 


到 作用 在 球 上 的 阻力 
,4 , — hsRs+i (2+ kB?) ， 
Pao TER 





关于 复数 阻力 的 意义 ,可 参看 $ 24 末 段 . 

问题 2， 若 设 上 题 中 球 半 径 与 V2]@ 大 小 相当 ,而 4 六 忆 , 试 求 其 解 . 

解 : 如 果 物 体 的 线 尺 度 比 V>/ @ 小 得 多 ,研究 发 射 波 就 必须 从 不 可 压缩 
粘性 流体 的 运动 方程 出 发 , 而 不 能 用 方程 A$ 一 6， 对 应 于 球 绕 流 问 题 的 方程 
的 解 ， 可 由 $ 24 中 问题 5 的 公式 (1) 和 公式 (2) 加 以 确定 。(1) 式 中 的 第 一 
项 随 > 按 指数 律 而 减 小 ， 因 而 在 远 距 离 处 , 该 项 可 略 去 不 计 ， 第 二 项 给 出 的 
速度 为 、o= 一 b(m* WV 二， 与 (73.6) 式 对 比 , 可 入 
-a 

(一 1)K 21x? 
其 中 k=RAM6w/35 , 即 4 与 理想 流体 情况 下 的 相应 表达 式 相差 括号 内 这 个 
因子 ， 结 果 得 到 
(ta lt 
当 kx 淆 1 时 ,该 式 就 变 成 问题 1 中 得 出 的 公式 ;而 当 K 人 1 时 , 则 得 到 
T=37xpRyw?|ao|*/20°, 

就 是 说 , 声 发 射 总 强度 正比 于 频率 的 二 次 蚕 , 而 不 是 四 次 短 . 

问题 3， 设 一 球 作 任意 须 率 的 ( 谐 和 ) 小 振动 ， 试 求 共 声 发 射 总 强度 . 


解 ; 我 们 寻求 形式 为 5 二 亿 e* -的 解 ,B 是 球 的 平衡 半径 ,然后 由 条 


ey 
A bu 地 | 1 








件 (25-) 一 w=we-'! 定 出 常数 a( 这 里 是 球面 上 的 点 的 径 向 速度 ): 


RnR? 


Sp e 


总 声 强 为 
_2rpelajR 
1 十 有 2 如 2 

当 8 志和 1 时 ,7 一 27po 和 4 21c, 这 与 (73.10) 式 一 致 ;而 当 8 六 1 时 ，7= 
2xpoR*|wol?, 这 却 和 (73. 公式 一 至 

问题 4， 设 在 球 (半径 为 忆 ) 的 表面 上 各 点 的 径 向 速度 是 时 间 的 任意 函数 
u(t), 试 求 此 球 作 小 脉动 时 所 发 射 的 声波 的 性 质 . 

解 : 我 们 寻求 这 样 形式 的 解 : $ 一 其 纪 , 其 中 必 一 4 一 (r 一 司 /o， 并 有 


要 从 边界 条 件 
。5f 。 


I 


ee he Et le btn ne oe EN A ot BE rao re 





当 一 中 有 时， 36/27= u(t) 
来 确定 fj， 这 一 条 件 给 出 方程 型 十 Os 一 Reu(t)， 解 出 这 个 线性 方程 ， 


再 在 解 式 中 以 世代 换 i, 就 得 到 
$lr, 1) = etal wlr)eradr, (1) 


如 果 球 在 某 一 时 刻 , 比如 说 在 上 =:0 时 停止 振动 ( 即 当 r>>0 时 ,zz 一 0)， 那 
么 ,在 时 刻 t= (7 一 R) /ce 以 后 , 离 球 心 距离 为 处 的 速度 势 的 形式 是 : $= 二 常 
数 Xe-"%a, 即 少 随 时 间 按 指数 规律 训 减 . 

设 了 为 速 麻 z(t) 发 生 显著 变 化 所 句 的 时 间 ， 如 果 了 BI/c， 即 如 果 发 射 
波 的 波长 4 一 cT 污 BR, 那么 ,我 们 就 可 以 把 缓慢 变化 的 因子 4(7) 提 到 (1) 式 的 
积分 号 外 , 并 代 之 以 z(t’)， 这 样 ， 在 7 之 BR 的 距离 上 , 求 得 $==-- (BR?/r)ux 
(ft 一 ?/0), 这 与 公式 (73. 8) 一 致 ， 另 一 方面 , 如 果 TKR/c， 用 类 似 的 方法 可 
得 到 
ws -uD v=26/9r= u(t’), 

TT ~ 他 


这 也 与 公式 (73. 4) 一 致 . 
”和 问题 5。 设 半径 为 有 的 球 , 在 理想 可 压缩 流体 中 作 任 意 的 平移 运动 ， 并 
且 速 度 远 小 于 声速 , 试 求 流体 的 运动 ,. 
解 : 我 们 寻求 下 列 形式 的 解 : 
wT’) 
$=V be | (1) 
其 中 7 是 离 原点 的 距离 ,原点 取 在 时 刻 f= 二 t 一 (7 一 BR) /ce 的 球 心 位 置 上 ; 因 
为 球 的 速度 u 远 小 于 声速 原点 的 移动 可 以 忽略 不 计 . 流体 的 速度 为 
oF:Fnn—f ,3(F’ :nn—f’ (f*-.n)n 
ov De nn, (2) 
这 里 m 是 ~ 方向 的 单位 矢量 ， 撤 号 表示 了 对 自 变 量 的 导数 ,边界 条 件 为 当 
了 一 下 时 ,2 一 anay* 由 此 有 | 
20., 2c2 
f° (1) + oof (1) + f(t)=Re u(t). 
应 用 参数 变易 法 求解 这 个 方程 , 可 得 阔 数 f(t) 的 一 般 表达 式 为 


f(t) oRreea| an sin2 tO eer/adr. (3) 


在 代入 (1) 式 时 ,必须 用 1 代 换 it. 下 限 取 作 一 co， 所 以 ， 1 一 一 co 时 ,fF 将 
e SS 。 





为 多. 

问题 6， 灶 径 为 且 的 球 在 t=0 时 刻 开始 以 不 变速 度 uo 运动 ， 试 求 运动 
开始 那 -有 瞬时 的 声 发 射 总 强度 . 

解 : 在 门 题 5 的 公式 (3) 中 , 令 设 当 r<0 时 ,afr) 一 0;zr>0 时 ,at(r) 一 oo、 
然后 代入 公式 (2)( 仅 保留 最 后 一 项 ,此 项 随 7 的 增加 而 减 小 得 最 慢 ) ,我 们 就 
求 得 远离 球体 处 的 流体 速度 ; 


了 一 一 (nao) 一 一 - 


一 天 - 一 一 


这 里 之 0， 声 发 射 总 强度 按照 下 式 考 示 的 规律 随时 人 间 误 减 : 


1- 生 wopieuienaeveaintle A) 


v2 2-ety 'asin( 2 元 


全 部 时 间 的 总 发 射 能 为 PRsz. 


问题 ?7. 设 半 径 为 六 的 无 限 长 较 桂 ,以 波长 4 人 BR 作 谐 和 脉动 , 试 确定 真 
发 射 总 强度 . 

解 : 根据 公式 (73.14)， 我 们 首先 可 求 得 在 < 禄 4 的 距离 上 (在 问题 7 和 
问题 8 中 , 7 是 离 柱 轴 的 距离 ;的 速度 势 为 上 $= 一 Rulnkr 其 中 4 二 woe i*! 是 
面 上 点 的 速度 ， 把 公式 (70. 7) 和 (70.8) 加 以 对 比 , 就 得 出 远 距 离 处 速度 头 的 


形式 为 4= 一 Puw/ 35.esr， 于 是 速度 为 


nh 
o=Ru\/ Tne', 
227 


这 里 rn 是 垂直 于 柱 轴 的 单位 和 失 景 ， 每 单位 柱 长 的 声 发射 强度 为 7= ， OO 
R2wus. 

问题 8， 设 俩 柱 在 垂直 于 其 轴线 的 方向 上 作 谐 和 平移 振动 ， 试 确定 志 发 
射 总 强度 . 


解 在 ?74 的 距离 处 ,$8 二 一 V: (Rulinkr7)， 
(参看 公式 (73.18) 和 3§ 10 的 问题 3)， 因 此 ,可 以 推 斯 出 在 远 中 离 处 有 


be 
由 此 得 出 速度 为 


so 全 6 。 





声 强 正比 于 振动 方向 和 发 射 方向 夹 角 余 汞 的 平方 ,总 强度 为 
7 一 了 DB lw)’ 


问题 9。 设 平板 表面 的 温度 以 频率 oO 冬 c2/X 作 周 期 变化 ,其 中 次 是 流体 
的 导 漫 系数 , 试 确定 平板 的 声 发 射 强度 
解 : 设 表面 温度 的 可 变 部 分 是 Toe-'*!， 温度 振动 在 流体 中 产生 -一 个 以 
公式 (52. 17) 表 示 的 训 减 的 热 波 , 即 
T= Te -iote (DVonr z. 
因此 ,流体 的 密度 也 产生 振动 : p' 二 (3p/27)pT"== 一 pB7T"， 其 中 为 热膨胀 
系数 ， 由 此 , 又 导致 一 个 由 上 下列 连 续 方 程 确定 的 运动 : 


在 固 壁 上, 速度 vs =v 一 0; 远离 壁面 处 , 则 趋 于 极限 
Ts Be 
o 一 一 iop| T'dr = 3 PV GXTe 


在 大 约 MVX/w 的 距离 处 可 达到 这 个 值 ,与 c/w 相 比 , 该 距离 为 小 最， 这 个 值 
可 作为 所 产生 的 声波 的 一 个 边界 条 件 ， 由 此 求 得 表面 上 每 单位 面积 的 声 发 
射 强度 为 1 一 元 cpBrox| Til? 
问题 10. 设 一 个 发 射 球面 波 的 点 源 离 固 壁 的 距离 为 /, 固 辟 -… 侧 的 半空 
间 充 满 流 体 , 而且 固 壁 对 声波 是 完 爹 反射 的 ， 试 求 在 这 种 情况 下 ， 点 源 产生 
的 声 发 射 总 强度 与 无 限 介质 中 同一 点 源 产生 的 声 发 射 总 强度 之 比 , 并 求 离 点 
源 远 距离 处 的 声 发 射 强度 与 方向 的 关系 . 
解 : 直达 波 和 反射 波 两 者 的 组 合 , 可 由 波动 方程 的 某 个 解 确定 ， 这 个 解 
应 使 壁面 上 的 法 向 速度 分 量 4 = 二 28/9n 为 零 . 此 解 为 
ikr ikr? | E 
2 je Sr 
(为 简单 起 见 ， 这 里 未 写 出 常数 因子 ), 其 中 了 是 A ee 
离 点 源 O 的 距离 (参看 图 39) ，7“ 足 离 点 0 的 路 / 
离 ，0' 是 点 0 相对 于 属 面 的 瑞 提 ， 在 远离 点 源 
处 ,有 7r =7 一 21cosg ,所 以 


i(kr™ ot) ee seh 
$= 人 
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强度 对 方向 的 依赖 关系 则 由 因子 cos*(klcos0) 确定 . 
为 了 求 得 总 强度 , 我 们 沿 半径 为 任意 小 且 以 点 O 为 中 心 的 球面 ， 将 能 量 


ee 一 cd 


通 量 [ (参看 (64.4)]: qg 二 PV 二 一 pb8V$ 积分 ,结果 得 到 2rpko[i 十 (1/ 
2&7) sin287]. 


一 方面 , 在 无 限 介质 中 应 当 只 有 一 个 球面 波 $ = ;其 总 能 量 通 


量 是 2x pk 于 是 ,所 需求 的 发 射 强 度 的 比值 是 ee 
问题 11， 车 上 题 中 流体 界面 为 自由 面 ,结果 如 何 ? 


解 : 在 自由 表面 上 , 必然 满足 条 件 2 = 一 p$ 二 0; 在 单 色 波 中 ,这 等 价 于 
$ 二 0， 它 所 对 应 的 波动 方程 的 解 为 


igkrT igr’ 
ee e 本 
@ = ; )e fat 


7 ? 
在 远离 声 源 处 ,发射 强 度 中 有 一 个 因子 为 sin?(klcos9)， 故 所 求 的 强度 比 为 
1 一 (17287) sin287， 


2 owl) 





$ 14， 互 易 原理 

在 8$ 63 中 推导 声波 方程 时 , 曾经 假设 声波 是 在 均匀 介质 中 传 
播 的 ， 特 别 是 , 把 介质 的 密度 ce 和 其 中 的 声速 c 看 作 常 数 ， 为 了 
得 到 对 任意 非 均 义 介 质 也 适用 的 一 般 关 系 式 ， 我 们 先 来 推导 声音 
在 这 种 介质 中 传播 的 方程 式 . 

我 们 把 连续 方程 写 为 下 列 形式 : 

dap/adt -py:v=0. 

因为 声音 传播 是 绝热 过 程 ,我们 有 


dp_/9Pp\V dp_1dp_1/9p,,,. ) 
at =(32) dt cadt Co eh 


从 而 连续 方程 变 为 
31813231 HOVp+ Pe VV=0. 
按 通 常 办 法 ， 设 P=po 十 D ， 这 里 的 po 现在 是 坐标 的 给 定 
函数 .但 是 在 等 式 ?=2zo+2 中 ,我 们 仍 必须 象 以 前 那样 , 设 mx 三 


» 58 ， 
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常数 ,因为 在 整个 平衡 介质 中 ， 压 力 必 须 不 变 ( 当 然 是 在 没有 外 力 
场 的 情况 下 )， 因 此 ,准确 到 二 阶 量 的 方程 为 
SP /9t 十 Doc2V .人 一 0. 
这 个 方程 在 形式 上 与 方程 (63.5) 相 同 , 但 是 系数 poc? 是 坐标 
的 函数 ， 如同 8$ 63 那样 , 我 们 可 得 出 欧 拉 方程 的 形式 为 
9v/9t=—(1/po) Vy. 
消去 如, 青 去 掉 po 的 下 标 ， 最 后 就 得 到 声音 在 非 均 名 介质 中 的 传 
播 方 程 : 


(VAN 1 op _ 
v' 人 7 ) 0 (74.1) 
如 果 是 频率 为 w@ 的 单 色 波 , 则 有 消 二 一 w?7 ,从 而 
{VPN OO 0. 74.2 
V 各 )+ 2 (74. 2) 


现在 来 考察 小 尺度 的 脉动 声 源 所 发 射 的 声波 ;在 $ 73 中， 我 
们 己 经 知道 这 种 发 射 是 各 向 同性 的 ， 我 们 把 声 源 所 在 的 点 记 作 
4， 把 由 4 发 出 的 声波 中 基 一 点 吾 的 压力 2 记 作 Z4(B)@， 如 果 
把 同样 的 声 源 置 于 B 点 , 它 在 4 点 产生 一 个 压力 , 记 作 ps(4). 下 
面 来 推导 7p4(B) 和 ps(4) 之 间 的 关系 

为 此 ， 我 们 首先 在 声 源 4 发 射 的 声波 中 应 用 方程 (74.2)， 然 
后 再 把 同一 方程 应 用 于 声 源 所 发 射 的 声波 , 即 得 | 


(YPN yo (X22) i 
VY ( p + Sn ， V p Tots 。 


将 第 一 个 方程 乘 以 由， 第 二 个 方程 乘 以 由， 然后 两 式 相 减 ， 结 
果 为 





ru VPa Ny ‘(YE )- (P24 — PvP )= 0 
pv-( 0 PaV p Vy 机 有 


我 们 在 无 限 远 的 封闭 曲面 C 和 两 个 小 球 面 C4、Cas 之 间 的 体积 上 


@” 声 源 的 线 尺度 必须 远 小 于 4,B 两 点 之 间 的 距离 和 波长 
* 59 。 





积分 这 个 方程 , 其 中 C4 和 Cs 分别 包围 点 4 和 点 B。 这 个 体积 分 
又 可 以 变换 为 三 个 面积 分 , 又 因为 声场 在 无 穷 远 处 消 尖 , 故 曲 面 C 
上 的 积分 为 零 . 于是, 我们 得 到 

;VP4 DVDaN ,7 一 
(2 了 pa 5 ) af 0， (74. 3) 


在 小 球面 C4 内 ， 声 源 4 发 射 的 声波 的 压力 p% 随 着 离开 4 点 
距离 的 增 大 而 迅速 减 小 , 因此 梯度 Vp 的 值 很 大 .而 在 与 B 点 有 
相当 大 距离 的 4 点 附近 的 区 域内 ， 声 源 B 的 声 发 射 所 产生 的 压力 
ps 则 是 坐标 的 缓 变 函 数 , 这 样 ， 梯 度 Vps 相对 说 来 就 很 小 。 所 以 ， 
当 球 面 C4 的 半径 充分 小 时 , 治 整 个 球面 C4 的 积分 


和 va 


中 (到 )vziaf 
相 比 可 忽略 不 计 ， 在 后 一 个 积分 中 ，?23 几乎 为 一 恒 值 ,我们 可 以 
把 它 移 到 积分 号 外 ， 且 代 之 以 它 在 4 点 的 值 . 对 球面 Ca 上 的 积 
分 也 可 以 作 类 似 的 推理 ,结果 由 (74. 3) 得 到 下 面 的 关系 式 : 


pM PD df = p(B) 中 Ya， 
全 4 


与 积分 


但 是 (1/p)VYP = 二 一 820131 ,因此 ,这 一 方程 又 可 改写 为 


f 人 d 
p%( 人 和 中 4df =p(B) Foardf. 
CA Cn 


沿 C4 的 积分 

ho-df 
是 每 单位 时 间 内 流 过 球面 C4 的 流体 体积 ， 也 就 是 说 , 它 是 脉动 声 
源 的 体积 变化 率 ， 由 于 点 4 和 点 五 的 声 源 是 完全 相同 的 ， 显 然 
* 060 ， 


和 和 + ~ Ep ppp gs pa et tad es Wr i i 





应 有 


中 oa7= bunaf, 


因此 

pa(B)=ps(A). (74.4) 
这 一 方程 就 构成 了 所 谓 互 多 原理 : 位 于 4 点 的 声 源 在 8 点 所 
产生 的 压力 等 于 位 于 已 点 的 同样 声 源 在 4 点 所 产生 的 压力 . 尤其 
应 当 强调 的 是 ,这 一 结果 也 适用 于 下 述 情形 , 即 介质 为 几 个 不 同 的 
均匀 区 域 所 组 成 ,而 当 声 波 在 这 种 介质 中 传播 时 , 它 在 各 个 区 域 的 
分 界面 上 要 发 生 反 射 和 折射 。 干 古 , 在 声波 从 4 点 到 B 点 (以 及 从 
五 点 到 4 点 ) 的 路 程 中 发 生 反 射 和 折射 的 情况 下 , 互 易 原 理 也 是 成 


问题 . 
设 声 源 振动 而 无 体积 变化 , 试 导出 这 种 偶 极 声 发 射 的 互 易 原理 . 
解 : 在 现在 的 情况 下 , 沿 C4 的 积分 


中 ua 


恒 等 于 零 , 因 而 在 计算 (74.3 式 中 的 积分 时 ,必须 取 次 一 阶 的 近似 ， 为 此 ,我 
们 写 到 一 阶 项 ， 如 有 
ps =ps (A) 十 mr VD’ 
”其 中 是 从 4 点 引出 的 矢 径 ， 在 积分 
' VP VDa \， 
ple pr ) (1) 


Ca 


中 , 这 两 项 现 属 同一 量 级 ， 将 上 面 关 于 75 的 展开 式 代 入 此 式 , 并 注意 到 在 目 
前 的 情况 下 ， 沿 C4 的 积分 
中 二 va af 


等 于 零 , 于 是 我 们 得 到 
@ 人 ee 





ry* Up Vp4 ,Vps .gp. 

2 VPsa) D pa 局 J 

其 次 ,我 们 将 包 平 不 变 的 量 Vp 一 一 Dos 移 到 积分 号 外 ,并 以 它 在 4 点 的 值 代 
人 和 人， 即 得 


puos(4) - [2ar -Ye az 镍 


其 中 p4 是 4 点 的 介质 密度 ， 为 了 计算 这 个 积分 , 我们 注 意 到 ， 在 声 源 附近 ， 
流体 可 以 看 成 是 不可 压缩 的 (参看 $ 73), 因 此， 利用 (11.0 式 ， 可 以 把 小 球 
04 内 的 压力 写成 由 一 一 0= P A.r/7s， 在 音色 波 中 ，u 一 一 foomA 一 一 io 
4; 再 引用 一 个 单位 矢量 ni， 它 的 方向 是 声 源 4 的 矢量 4 的 方向 ， 我 们 就 知 
道 积分 (1) 正 比 于 p4vs (4) .nk。， 以 类 似 方 法 ， 可 知 球 面 Cs 上 的 积分 正比 于 
一 Pav(B) .na 月 具有 相同 的 比例 系数 ， 令 二 者 之 和 和 等于零， 就 求 得 我 们 所 
需 的 关系 式 
pavs (A) :na= Pava (BB) :ngs 
上 式 即 表示 侦 极 声 发 射 的 互 易 原 理 . 


$ 13。 声音 在 导管 中 的 传播 


现在 来 研究 声音 在 细 长 导管 中 的 传播 ， 所谓“ 细 ” 管 ， 是 指 它 
的 宽度 比 波长 小 得 多 . 沿 着 管子 长 度 的 方向 ， 管 截面 的 形状 和 面 
积 都 是 可 以 变化 的 .但 重要 的 是 ， 这 种 变化 应 当 相 当 缓 慢 ， 就 是 
说 , 当 通 过 导管 宽度 番 级 的 距离 时 ,截面 积 妨 应 只 有 微小 的 变化 . 

在 这 些 条 件 下 ， 我 们 可 以 假设 在 此 管 的 任何 一 个 横 截 面 上 所 
有 的 量 ( 速 度 . 密 度 等 ) 都 保持 不 变 . 所 有 点 上 的 波 的 传播 方向 ,都 
可 以 认为 与 管 辅 的 方向 一 臻 . 推导 描述 这 种 波 传播 的 方程 , 最 好 采 
用 类 似 于 $13 中 用 以 推导 水 汇 中 重力 波 的 传播 方程 的 方法 . 

在 单位 时 间 内 ,通过 管 截面 的 流体 质量 是 Spv.， 内 此 ,在 导管 
内 相距 为 dz 的 两 个 横 截 面 之 阿 的 体积 中 ,单位 时 间 内 减 小 的 流体 
质量 为 

(Sp0) srs—(S pv)s=|a(Sp0) Jaz, 


。62 。 





其 中 坐标 z 须 沿 管 轴 方 向 计量 ， 因 为 两 截面 之 间 的 体积 保持 不 
变 ， 这 种 减少 一 定 是 由 流体 密度 变化 所 引起 的 ， 而 每 单位 时 间 的 
密度 变化 是 3p/2t, 所以， 在 两 个 截面 之 间 的 体积 Sdz 中 ,流体 的 
质量 相应 地 减少 了 一 S(3p/3t)dz. 使 这 两 个 表达 式 相等 , 即 得 


= 一 元 CSpo)， (75.1) | 


上 式 就 是 管道 内 流动 的 “连续 方程 ”. 
其 次 ,我 们 写 出 欧 拉 方程 ,并 上 略 去 其 中 的 速度 二 次 项 ; 


a 1 3P 
i (75. 2) 


将 方程 (75. 1) 对 时 间 取 导数 ， 此 时 右边 的 密度 p 可 视 为 与 时 间 无 
关 , 因为 p 的 导数 含有 v9p/39t==v9p /at 的 项 ， 所 以 是 二 阶 小 项 . 


汪汪 9 9 A 
于 是 就 有 8318 一 一 也 ( Sp 名 ). 将 (75.2) 式 中 的 弛 代入 上 式 ， 再 





利用 关系 式 p 一 (3 )j= 坊 ， 把 方程 左边 的 密度 导数 用 压力 导数 


9p 
来 表示 . 结果 得 到 声音 在 导管 中 传播 的 方程 式 如 下 ; 
1 ， op\ 192p 
在 单 色 波 中 ， p ee nts 依赖 十 时 间 ， 出 (75. 3) 变 为 
1 9 9p 2 F 
ss 2 p= Ce 


式 中 二 w/c 是 波 数 中 ， 

最 后 ， 我 们 来 考虑 声音 从 管子 开口 端 发射 的 问题 ， 管 端 气 体 
与 其 周围 气体 的 压力 差 远 小 于 管内 的 压力 差 , 因 此 , 取 管 端的 边界 
条 件 为 压力 2 等 于 零 是 足够 准确 的 . 管 端的 气体 速度 "不 为 零 
设 其 值 为 zw， 乘积 Svo 就 是 每 单位 时 间 内 从 导管 流出 的 气体 的 


@ 昌 ”此 处 以 及 本 市 的 问题 中 ,2 表示 压力 的 可 变 部 分 ,以 前 它 是 用 己 表 示 的 . 
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现在 我 们 可 以 将 管 的 开口 端 看 作 强度 为 Sv 的 气体 “ 源 "， 这 
样 , 管 口 发 射 问题 就 等 价 于 公式 (73. 10) 所 解决 的 脉动 物体 的 发 身 
问题 . 这 里 ,我 们 要 用 Sw 代替 物体 体积 对 时 间 的 导数 六 于 是 , 声 
上 友 射 总 强度 为 

7 一 0S2D1 /dne. (75. 5) 


问 题 

问题 1， 设 声音 由 截面 积 为 3, 的 管道 进入 截面 积 为 5S; 的 管道 , 试 确定 
其 传递 系数 ， 

解 : 第 一 个 管道 中 有 两 个 波 : 入 射 波 p==ae'**-o0 和 反射 波 p1=a1 
e ez 0， 第 二 管道 中 有 透射 波 p, 一 aze'***-o9， 在 两 个 管道 的 连接 点 (z= 
0) 上 ， 压 力 必定 相等 ,每 单位 时 间 内 由 一 根 管道 进入 另 一 根 管 道 的 气体 体积 
Sv 也 必定 相 漂 ， 这 些 条 件 给 出 了 a 十 qi 二 4s，Si(q1 一 9!) 二 Sas， 由 此 有 
42 三 241S1/ (08 十 3)。 透 射 波 与 人 射 波 中 能 量 通 量 的 比值 D 为 


站 = .Ap | 及 下 一 Sa， 
Sipclv|? Slv 1? 





Ms ss) 


I 斌 确定 从 柱 形 管道 开端 发 射 的 声 能 值 . 

解 : 管道 开 日 问 的 边界 条 和 件 居 p= 二 0， 我 们 可 以 近似 地 略 去 其 中 发 射 波 
| 们 将 知道 , 管 端 的 发 射 踢 度 是 很 小 的 ) ， 于 是 ， 就 得 到 边界 条 件 2 
一 一 2 其 中 2 和 六 分 中 是 入 射 波 和 返回 答 道 的 反射 波 的 压力 ， 关 于 速度 ， 
相应 地 有 wi 二 v1, 从 而 管 端 处 的 合 速 度 为 v0 一 v1 十 v1 二 2v1/， 和 人 入射 波 中 的 能 量 


通 量 是 cSo 下 ~- cSp 咒 ， 利 用 (75.5) 式 ,可 得 发 射 能 和 入 射 波 能 量 通 量 的 








比值 为 D=2 


按 假 设 有 有 RK&ciw, 由 此 可 知 D1. 
问题 3。 没 柱 形 管 的 一 端 用 薄膜 蒙 上 , 薄膜 以 给 定 的 频率 振动 并 发 射 声 
世 64 © 
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役 ; 另 一 端 开 口 ， 试 确定 声音 从 管道 发 射 的 规律 
解 : 在 通 解 
2 一 (Geiz 十 0e- 引 2) Be 
中 ,我 们 利用 下 列 边界 条 件 来 确定 常数 a 和 : 
在 封闭 端 (? 二 0)， v=u—=ue ®t, 
在 开口 端 (z 二 站 ， p=0， 
其 中 尺 是 给 定 的 薄膜 速度 ， 这 些 条 件 给 出 ae*! 十 be **! 一 0,a 一 b= 二 Cc ptuo. 定 
出 wa 和 了 五 后 ， 可 求 得 管道 开口 端的 气体 速度 为 v0 二 w/coskl， 如 果 管 子 不 存 
在 , 振动 洲 膜 发 射 的 声 强 将 按 公式 (73. 10) 由 均 方 值 
STali = S20 [ul 
确定 ,公式 中 以 Su 代替 广 ,S 是 洲 腊 的 面积 . 管 端的 发 射 正比 于 Se oz 
北 定 义 管 道 的 “ 声 放大 系数 ”为 
A=S*]vo]? /S|ul’, 
就 得 到 z 
1 


cos2kl” 
当 薄 膜 的 振动 频率 等 于 管道 的 本 征 频率 (共振 ) 时 , 4 值 就 变 成 了 无 限 大 ， 当 
然 , 它 实际 上 仍 是 一 个 有 限 值 ,因为 此 时 某 些 已 被 忽略 的 因素 (例如 ， 声 发 身 
引起 的 内 摩擦 ) 将 起 作用 . 
问题 4， 设 上 题 中 为 锥 形 答 , 薄膜 蒙 在 小 截面 一 端 , 试 求 其 解 . 
解 : 管 截面 面积 为 8=: Soz?; 设 对 应 了 于 较 小 和 较 大 管 端的 坐标 值 为 zi， 
zz 则 管 长 为 1 一 zx; zi。 方程 (75. 4) 的 通 解 为 ?一 一 (Get 十 Be 118 To 


a 和 九 可 由 下 列 边 界 条 件 确定 : 
2 一 2170 一 人 和 7 一 2 7=0, 
于 是 求 得 放大 系数 为 
4 | 
Sor?|u]l: (sinkltkr coskl)? 
问题 5， 考 问题 3 中 管子 的 截面 积 沿 其 长 度 方向 按 指数 律 3=S3oe“= 变 


化 , 试 求 共 解 . 
解 : 方程 (75. 4) 变 为 


FP OP 125 一 0 
ri Aap re 
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由 此 有 
1 一 eaems 二 5e-tmz)e-teb 
Ce 由 条 件 
2 一 0 时 ,2:=2 和 z= 二 7 时 ,7:0 
确定 出 a 和 b、， 我 们 求 得 当 二 5 时 的 放大 系数 为 


Se"'|vo|? er! ne 


-yy 
Solul? | 去/m sinml - cosml | 





当 k< 全 时, 则 有 


er i 
A se mt = la 


[者 (e/m ?shm' 二 chm’l | 


§ 76。 声音 散射 

如 果 在 声波 的 传播 路 径 中 在 在 着 某 个 物体 ， 声 音 就 会 发 生 散 
射 , 即 除 入 射 波 外 , 还 会 出 现 另 一 个 (散射 ) 波 , 它 从 散射 物体 出 发 ， 
向 各 个 方向 传播 单 是 因为 传播 路 径 上 存在 物体 ， 就 可 以 产生 声 
波 散射 ; 此 外 , 入 射 波 还 会 引起 物体 本 身 的 运动 ， 这 就 进一步 带 来 
了 物体 的 附加 声 发 射 , 即 又 一 种 散射 ， 但 是 ,如 果 物 体 的 密度 比 声 
音 传 播 介质 的 密度 大 得 多 , 且 其 压缩 性 很 小 , 则 物体 运动 产生 的 散 
射 , 只 不 过 是 对 因 物 体 的 存在 而 产生 的 主要 散射 的 一 种 小 修正 .下 
面 ,我 们 将 不 计 及 这 种 修正 , 所 以 假定 散射 物体 是 静止 的 . 

我 们 假设 声音 的 波长 4 比 物体 的 线 尺度 1 大 得 多 ; 那么 , 在 计 
算 散 射 波 的 某 些 特 征 量 时 ， 就 可 以 应 用 公式 (73. 8) 和 (73. 11)@. 
此 时 ,我 们 可 以 将 散射 波 看 成 是 由 物体 发 射 的 ; 差别 仅 在 于 ， 现 在 
不 是 物体 在 流体 中 运动 , 而 是 芒 体 相对 于 物体 运动 . 这 两 个 问题 显 

@@ 间 时 ， 你 江 本 天 利多 人 否则, 一般 来 
说 流动 将 不 是 势 迹 ， 
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然 是 等 价 的 . 

我 们 曾经 得 出 过 发 射 波 速度 势 的 表达 式 : $ 一 一 了 -一 -全 
在 该 式 中 ,V 是 物体 的 体积 .但 是 ,在 目前 情况 下， 物体 体积 本 身 
是 保持 不 变 的 , 因此 ,六 不 应 理解 为 物体 体积 的 变化 率 , 而 应 理解 为 
假设 物体 不 存在 时 , 每 单位 时 间 内 进入 它 所 占有 的 那 块 体积 六 的 
流体 体积 。 因 为 当 有 物体 存在 时 ， 这 一 体积 的 流体 就 不 能 穿 过 表 
面 而 进入 Fe 了 , 这 就 等 价 和 于 有 同样 体积 的 流体 从 Fo 中 发 射出 来 . 
从 $73 中 可 知 , 少 的 第 一 项 中 的 系数 1/4rr 恰好 是 每 单位 时 间 内 
从 原点 发 射 的 流体 体积 ， 这 个 体积 是 容易 求 得 的 ， 在 与 物体 体积 
相等 的 容积 中 ,每 单位 时 间 内 流体 质量 的 变化 是 Vop, 其 中 p 代表 
入 射 声波 中 流体 密度 的 变化 率 (因为 波长 比 物体 线 尺度 大 得 多 ,在 
相当 于 这 个 尺度 量 级 的 距离 上 , 密度 可 以 认为 是 不 变 的 ; 因此 ， 我 
们 可 以 将 Fe 中 流体 质量 的 变化 率 就 写 为 了 up, 其 中 /在 整个 体积 
Vo 中 为 同一 值 )， 与 质量 变化 Vop 相对 应 的 体积 变化 显然 是 
Vop/p， 因 此 ， 在 $ 的 表达 式 中 的 六 必须 代 以 Vop/p， 在 平面 入 
射 波 中 , 密度 的 可 变 部 分 p' 与 速度 的 关系 是 p'= pv/e, 因此 p= 
PP = 二 pd/c, 干 是 Vop/p 可 用 Vov/c 代 换 . 

当 物 体 在 流体 中 运动 时 , 矢量 A 由 公式 (11. 5), (11. 6) 确 定 ， 
即 4x ph 二 most 十 pVou;. 现在 必须 用 流体 速度 加 上 负 号 来 代 
替 物 体 的 速度 u, 这 里 的 2 是 指 假若 物体 不 存在 时 , 入 射 波 中 物体 
位 置 上 的 流体 速度 .于 是 








Mievp Vovs 
A ee 
最 后 , 我 们 得 到 散射 波 的 速度 势 : 
0 Vo Ar 
4 :一 dmxcr Cr2 (76. 2) 
eo 67 »。 
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矢量 A 由 公式 (76. 1) 确定 ， 由 此 , 可 求 得 散射 波 中 的 速度 分 布 为 


Topm nn A) (76.3) 


ro ee 
°° darec: re? 





(参看 $73),n 为 散射 方向 的 单位 矢量 

每 单位 时 间 内 散射 到 给 定 立 体 角 元 4o 中 的 能 量 平均 值 由 能 
量 通 量 确 定 , 其 值 为 comseysdlo， 对 所 有 方向 积分 这 个 表达 式 ， 就 
得 到 总 散射 强度 1,。 (76. 3) 中 两 项 相 乘积 的 二 倍 的 积分 为 零 , 因 
为 该 乘积 正比 于 散射 方向 和 入 射 波 传播 方向 夹 角 的 余弦 . 于 是 ， 
积分 后 就 剩 下 (参看 (73. 10) 和 (73. 13)); 


2 ser eo 
T= + eA? (76. 4) 





通常 ,散射 用 所 谓 有 效 截面 lc 来 表征 ， 它 是 散射 到 一 个 给 定 
立体 角 元 中 的 (时间) 平均 能 量 与 入射 波 能 量 通 量 的 平均 密度 之 
比 ， 总 有 效 截面 则 是 do 沿 所 有 散射 方向 的 积分 ， 即 它 是 总 散射 
强度 与 人 射 能 量 通 量 密度 之 比 ,因而 显然 具有 面积 的 量 纲 . 

入 射 波 能 量 通 量 的 平均 密度 是 cpv?， 因 此 ,微分 有 效 散 射 堆 
面 为 (epmee/cporado, 即 


lo 一 (w2。 1/w2)7200， (76. 5) 
总 有 效 截面 为 
Ve vw ,dx A?’ (76. 6) 





Axo vi 30r vi* 
车 是 单 色 入 射 波 ， 速 度 对 于 时 间 的 二 阶 导 数 的 均 方 值 正比 于 频率 
的 四 次 宕 ， 因 此 , 对 于 线 尺度 比 波 长 小 得 多 的 物体 来 说 , 它 对 声波 
散射 的 有 效 截 面 正比 于 @“. 
最 后 , 我 们 简单 讨论 一 下 相反 的 极限 情况 , 即 散射 声波 的 波长 
远 小 于 物体 尺度 ， 在 这 种 情况 下 ,除了 很 小 角度 的 散射 以 外 ,所 有 
的 散射 都 相当 于 从 物体 表面 上 的 简单 反射 ， 这 部 分 散射 所 对 应 的 
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总 有 效 截 面 ， 显 然 应 等 于 用 一 个 垂直 于 入 射 波 方向 的 平面 截取 该 
物体 而 得 到 的 截面 积 S， 但 是 ,通过 ( 量 级 为 4/c 的 ) 小 角 的 散射 ， 
则 构成 物体 边缘 的 衍射 ， 这 里 ， 我 们 暂 不 详细 说 明 描 述 这 种 现象 
的 理论 , 它 完全 类 似 于 光 的 街 射 C， 我 们 仅仅 指出 , 按照 巴 伸 涅 原 
理 , 声 衍射 的 总 强度 等 于 声 反射 的 总 强度 ， 于 是 , 有 效 散 射 截面 的 
衍射 部 分 也 等 于 5, 因此 ,总 截面 为 28. 


问 题 
间 题 !。 平面 声波 被 半径 为 五 的 固体 球 所 散射 ,假设 请 远 小 于 波长 , 试 
求 有 效 散 射 截面 . 
解 : 平面 波 中 给 定点 上 的 速度 是 v= 二 acoswt。 对 于 球 来 说 (参看 311 之 


问题 ) ,矢量 4 为 一 克 Bro， 我 们 求 得 微分 有 效 截面 为 
do 一 号 汪 (1 到 esb) do, 
其 中 8 是 入 射 波 方向 与 散射 方向 之 则 的 炎 角 .在 0=z 的 方向 , 即 在 入 射 方 
向 的 反方 向 上 ,散射 强度 最 大 ， 总 有 效 截 面 为 
(2 
9\ ec? 
这 里 (以 及 下 面 的 问题 3 和 4 中 ) 是 假设 球 的 密度 2 远大 于 气体 密度 
Pp; 不 然 的 话 , 就 需要 考虑 由 振动 的 气体 作用 在 小 球 上 的 压力 所 引起 的 小 球 的 
问题 2， 试 确定 声音 被 流 滴 所 散射 时 的 有 效 散 射 截面 ， 解 是 时 要 考虑 流 
休 的 压缩 性 和 人 射 波 引起 的 小 滴 运 动 ，， 
解 : 当 小 滴 周 围 的 气体 压力 绝热 地 变化 一 个 2 值 时 ， 小 滴 的 体积 减 小 
了 (Vo/ po) (3po/37)。?', 其 中 po 是 小 滴 的 密度 ， 但 (28/3po), 是 流体 中 声速 
”oo 的 平方 ,而 平面 波 中 压力 变化 和 速度 的 关系 是 2'==vcPp， 这 里 p 是 气体 的 
密度 ， 因 此 ,每 单位 时 间 内 小 滴 体 积 的 碱 小 为 Vwicp/c$po. 在 表达 式 (76. 2) 








人 参看 The Olassical Theory of Fields，:7-7 至 $7-9( 中 译本 : 民工 .上衣 
道 ,EE, M. 栗 弗 席 兹 著 , 场 论 ?, 任 朗 , 喜 炳 南 译 , 人 民 教育 出 版 社 , 1959)， 
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和 (76. 3) 中 , 现在 必须 用 差 值 PuCt/c 一 gcp/cspoo) 来 代 夫 Fob1/o， 此 外 ,在 A 
的 表达 式 中 , 我 们 必须 以 差 值 wa 一" 代替 一 ， 其 中 是 小 滴 因 入 射 波 的 作用 
而 得 到 的 速度 ， 对 于 球体 来 说 ,利用 $11 问题 1 中 的 结果 ， 则 有 A 一 Re(p 
—po) /2potPp),. 

把 这 些 表 达 式 代入 ,就 得 出 有 效 截面 为 


do = 了 -2 2- )—300s0. ao. 


90* copo 2po 十 P 
总 有 效 截面 为 

















40O4Rs ( C2D ) 3(Di 一 D): 
一 1 一 dd BS 4 
9c: | cipo a 


问题 3， 设 有 一 半径 已 远 小 于 Mv/@ 的 固体 球 ,其 比 热 很 大 ， 使 得 温度 
可 以 看 作 常 数 ， 试 求 该 球 的 声 散 射 有 效 截面 

解 : 在 这 种 情况 下 , 我 们 必须 考虑 气体 粘性 对 小 球 运动 的 影响 ， 多 量 4 
必须 修改 为 8 73 问题 2 中 所 表示 的 那 种 形式 ， 当 RM w/v1 时， 我 们 有 A 
一 一 37 有 op/ 20. 

气体 的 导热 性 也 引起 同样 量 级 的 散射 ， 设 Tie-'*! 为 声波 中 某 一 给 定点 
上 的 温度 变化 ， 在 球 附近 的 温度 分 布 为 (参看 $ 52 问题 2) 

T=T'e-iot[1— (R/r)e™ 1-D(r-B)Vor2x ] 

( 当 7+=R 时 , 必须 满足 7T'=0)， 当 RM @w/XK1 时 , 每 单位 时 间 内 由 气体 传 
递 给 小 球 的 热量 为 


QG 一 4r 尽 2K 人 G7) ,ART 
这 一 热 传 递 引 起 气体 体积 的 变化 , 它 对 散射 的 影响 就 如 同 球体 体积 发 生 了 一 
个 相应 的 有 效 变 化 ,其 值 为 六 = 一 4xRXBTe '*! 二 一 4xRX(y 一 1)v/c, 其 中 ， 
B 是 气体 的 热 脱 胀 系数 ,p= 二 cz/cs; 这 里 也 利用 了 公式 (63.13) 和 (77. 2)。 
考虑 这 两 种 效应 , 我 们 求 得 微分 有 效 散 射 截面 为 


和 
do=(2) | 和 一 本 yeosg | do 


oO=4d7n ( 空 ) Bsr 4 


这 些 公式 ,只 有 当 斯 托 克 斯 摩擦 力 远 小 于 惯性 力 时 , 即 ?中 入 到 o 时 才 成 
立 ,其 中 性 一 4xRspo/3 为 球 的 质量 ; 否则 ,由 粘性 力作 用 所 引起 的 球 的 运动 就 
? 70 。 


总 有 效 截面 为 
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变 得 重要 了 . 

问题 4 设 一 固体 球 散 射 平 面 声波 (4 污 R)， 试 求 此 球 所 受到 的 平均 作 
用 力 ， 

解 : 每 单位 时 间 内 由 入 射 波 传递 给 球 的 动量 ( 即 待 求 的 力 ) ,就 是 入 射 波 
动 最 和 散射 波 的 总 动量 通 量 之 差 ， 从 人 射 波 中 散射 掉 的 能 量 通 量 为 ocE， 
其 中 ,为 入 射 波 的 能 量 密 度 ; 除 以 ce， 即 得 对 应 的 动量 通 量 zx 五 。。 在 散射 波 
中 ,散射 到 立体 角 元 Zo 中 的 动量 通 量 为 五 ,or2dlo 一 瑟 odo; 将 它 投影 到 入 射 波 
的 传播 方向 上 (显然 , 这 正 是 待 求 力 的 方向 ), 并 对 所 有 的 立体 角 积 分 ,就 得 到 

EB,| costecr 
因此 ,作用 在 球 上 的 力 为 
F=B,| (1—cos0)do. 
将 问题 1 中 的 do 代入 后 ,得 到 
F=1llxoRE,/9e', 


§ 77. 声音 的 吸收 


由 于 存在 粘性 和 导热 性 ,就 要 导致 声音 能 量 的 耗 散 ， 因 此 , 声 
音 将 被 吸收 ， 即 声音 的 强度 将 逐渐 减弱， 为 了 计算 能 量 耗 散 率 
Bm， 我 们 要 用 到 下 面 的 一 般 推理 ,机械能 乃 是 由 给 定 的 非 平衡 状 
态 转 变 到 某 个 热力 学 平衡 态 所 能 实现 的 最 大 功 ， 由 热力 学 可 知 中 ， 
nt de i 就 得 到 最 大 功 , 于 是 
有 Bn 二 Bo 一 BE(S), 其 中 Bo 是 给 定 的 能 量 初 始 值 ，B(5) 为 某 个 平 
衡 态 的 能 量 ， 该 平衡 态 的 炉 5 与 系统 和 的 初始 值 相同 .对 时 间 取 


微 商 后 即 得 吉 .= -一 户 (S) = -(35 能 量 对 灼 导数 为 温度 ， 
因此 ，28/38 就 是 假定 系统 处 干 热力 学 平衡 态 (上 且 具 有 给 定 的 粒 
值 ) 时 所 应 具有 的 温度 ， 将 此 温度 记 为 mo, 就 得 出 雇 .= 一 To8. 


”例如 ,参看 Siatistical Physics, $19( 中 译本 : 工 .开朗 道 , 卫 .M, 宋 弗 席 盐 
著 , < 统计 物理 学 >, 杨 训 愧 等 译 , 人 民 教 育 出 版 社 ,1964)， 
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我 们 应 用 总 的 表达 式 (49. 6)， 它 给 出 导热 和 粘性 两 者 所 引起 
的 糖 变 化 率 ， 因 为 在 整个 流体 中 温度 只 有 微小 的 变化 ， 而 且 和 
To 没有 多 大 差别 , 所 以 可 把 了 移 到 积分 号 外 ， 并 且 可 以 把 7 写 为 
7T, 即 





mk 2yrr __ 1 [6 9v¢ 2 2) 
加 = 一 贡 | (VT) ?AV 二 + O36 Pt) day 


-Z| (Vo) 24y. (77. 1) 
这 一 公式 把 公式 (16. 3) 推 广 到 了 导热 的 可 压缩 流体 的 情形 . 
设 z 轴 为 声波 的 传播 方向 ， 则 有 vs 二 vocos (hz 一 @t)， Vy 二 9: 
二 0。 由 (77. 1) 式 的 后 两 项 , 得 到 
-($7+e)| 3 ) dy = -bn te )o |sin? (hz—ot)ay. 
当然 , 我 们 关心 的 只 是 时 间 平均 值 ， 取 时 间 平 均 后 得 到 
一 要 ( 导 9 二 二 297o(T 是 流体 的 体积 ) 
其 次 , 我们 来 计算 (77. 1) 式 的 第 一 项 . 声波 中 , 温度 对 其 平衡 
值 的 偏离 2 和 速度 的 关系 由 公式 (63. 13) 表示 , 因此 ,温度 梯度 为 
元 -£7 = 一 生生 wolsin (Kz— wt). 
p n 
取 (77.1) 式 中 第 一 项 的 时 间 平 均值 ， 我 们 得 到 一 kc*TB?*v6k*V 
/2c%;。 利用 熟知 的 热力 学 公式 : 
cp—6s= TP’ (#2) 一 人 ps ( 生 ) (用) Th?ec, /es, (77.2) 





9p 
可 以 将 上 面 的 表达 式 改写 为 
3 oe v0 Vo 


综合 以 上 结果 ， 我 们 求 得 能 量 耗 散 的 平均 值 为 
i ,2 12 es 1_1 
Ba——56 ee >)|. (77. 3) 


* 2% 
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而 声波 的 总 能 量 为 
B=3pvVo. (77. 4) 


在 $ 25 中 所 导出 的 阻尼 系数 表示 出 重力 波 的 强度 随时 间 训 
减 的 规律 . 但 是 , 对 于 声波 来 说 ， 问 题 的 提 法 通常 有 所 不 同 : 声波 
在 流体 中 传播 ,其 强度 随 着 所 通过 的 距离 增 大 而 衰减 ， 显 然 , 这 种 
衰减 将 按照 e 的 规律 进行 ,而 振幅 则 按 e 区 误 减 , 其 中 的 吸收 
系数 ?定义 为 


p=|br| /2cB. (77. 5) 
将 (77. 3) 和 (77. J 我 们 求 得 声音 ER 


我 们 可 以 指出 ,吸收 系数 正比 于 声音 ee 中 . 

只 要 上 式 确定 的 吸收 系数 值 很 小 ， 这 一 公式 就 可 应 用 ， 就 是 
说 , 它 要 求 在 相当 于 波长 数量 级 的 距离 上 , 振幅 的 减 小 必须 是 相当 
小 的 ( 即 满足 ye/ wD), 实质 上 ,以 上 的 推导 正 是 基于 这 一 假设 ， 
因为 我 们 已 经 用 不 衰减 的 声波 表达 式 来 计算 能 量 耗 散 ， 对 于 气体 
来 说 ,这 一 条 件 实际 上 总 是 满 吓 的 .例如 ,我 们 可 以 考察 (77. 6) 式 
的 第 一 项 .条件 ?ce/o<l 意味 着 vwo/c*<1， 但 是 ,由 气体 分 子 运 
动 论 可 知 ， 气 体 的 粘性 系数 vz 是 和 分 子平 均 自由 程 1 与 分 子平 均 


热 速度 的 乘积 同一 量 级 的 ;而 后 者 又 和 气体 中 的 声速 属 间 一 量 级 ， 
从 而 有 ~?1c， 因 为 我 们 已 知 7 和 4, 于 是 得 到 


vo/c ~lw/c~i/Al1. (77. 7) 


@ M.A. 伊 萨 柯 维 奇 (ITcaKoBudq) 曾 指出 : 当 声 音 = 一 种 二 相 系 ( 乳 溶 系 ) 中 传播 

时 , 一 定 存 在 某 种 特殊 的 吸收 ， 由 于 两 种 成 分 的 热力 学 性 质 不 同 , 在 声波 通过 期 间 , 它 
们 的 温度 变化 一 般 也 不 相同 。， 由 此 产生 的 两 种 成 分 之 间 的 热 交换 引起 一 种 附加 的 声 
吸收 ， 由 于 这 种 热 交换 比较 缓慢 ， 很 快 就 发 生 了 显著 的 声 频 散 ， 详 细 计 算 参 阅 M. A. 
伊 萨 柯 维 奇 , ;TuyYpiar DKCIepHMeHTAIbHONt H TeopeTEdecKoit 中 HEHEKEH, 18,907,1948. 
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又 因为 Xx~y, 由 (77.6) 中 的 导热 项 也 可 引出 同样 结果 . 
在 液体 中 , 当 上 述 声 吸收 问题 具有 重要 意义 时 , 吸收 系数 小 的 
条 件 总 是 得 到 满足 的 ， 只 有 当 粘 性 力 和 物质 受 压 缩 时 所 产生 的 压 
力 两 者 大 小 相当 时 ,在 一 个 波长 距离 上 的 声 吸 收 才 会 变 大 ， 但 是 ， 
在 这 种 情况 下 , (粘性 系数 与 频率 无 关 的 ) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 也 变 
得 不 成 立 了 ， 此 时 会 产后 由 于 内 摩擦 过 程 而 引起 的 显著 声 频 散 .@ 
当 有 声 吸收 时 , 波 数 和 频率 的 关系 显然 可 以 写 为 
k=w/c+t iaw’, (77. 8) 
其 中 a 表示 吸收 系数 ?=ao? 中 的 系数 .不 难看 出 , 当 考 虑 吸收 
作用 时 ,行进 声波 的 方程 必须 作 怎 样 的 修正 ， 为 此 ， 我 们 指出 , 当 
不 存在 吸收 时 ,比方 说 ， 压 力 p'==p'(z 一 c 引 的 微分 方程 可 以 写成 


sp 显然 , 解 为 e+*-“0 而 且 值 由 (77. 8) 式 给 出 的 那 


个 方程 一 定 是 ， 
9p 1 DB 3: 
gr cc at a Se 
如 果 以 十 zj/e 代 换 二 这 一 方程 变 为 
232 _ 722 
Ox Var 











即 一 维 的 导热 方程 . 
该 方程 的 一 般 解 可 以 写 为 (参看 $ 51) 


7 二 7 ! e Cr 于 f 

p (oD = | exp| -于 于 er， (77.10) 
其 中 p86(7) = (0,z). ee 则 在 
离 声 源 足够 大 的 距离 上 ,这 一 表达 式 变 为 

Q@ 能够 产生 强 吸 收 且 仍 可 以 用 通常 方法 加 以 处 理 的 一 种 特殊 情况 是 : 气体 的 导 
热 系数 异乎 寻常 地 超过 了 粘性 系数 ,原因 是 出 现 了 诸如 在 极 高 温度 下 辐 射 传 热 之 类 的 


效应 。 
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7 1 
2 (2,T) ep (一 T2/4a7z) [pd ar. (77. 11) 


谢 句 话说 ,在 远 距 离 处 波形 是 高 斯 曲线 ， 它 的 “宽度 ”为 Vaz 的 量 
级 , 即 波 的 宽度 按 波 所 通过 的 距离 的 平方 根 的 规律 而 增 大 , 而 波幅 
则 与 / 丈 成 反比 地 减 小 ， 因 此 , 我们 立刻 可 以 断定 , 波 的 总 能 量 随 
着 1// 志 而 减 小 

容易 导出 球面 波 的 类 似 公式 ， 为 此 ,我 们 必须 用 到 以 下 事实 ， 
即 对 于 这 种 波 ,有 

|z dt=0 

(参看 $ 69)， 在 现在 的 情况 下 ， 我 们 得 到 的 不 是 (77. 11) 式 ,而 是 


2 
1 (7sT) 二 常数 x 二 2 |p 


7 97 7 
或 
2 《7,7) 一 常数 x -sexp( 一 r?/4a7). (77. 12) 
T2 


当 声 波 在 固 壁 上 反射 时 ， 一 定 要 发 生 强烈 的 吸收 (K. 中 . 赫兹 

非 尔 德 , 1938; B. H. 康 斯 坦 丁 诺 夫 , 1939) , 其 理由 如 下 . 在 声波 中 ， 
不 仅 是 密度 和 压力 ， 而 且 温 度 也 围绕 其 平均 值 作 周期 性 的 振动 . 
因此 ,即使 固 壁 近 旁 流体 的 平均 温度 等 于 壁面 温度 ,在 流体 和 壁面 
之 间 也 还 存在 一 个 周期 性 的 脉动 温 益 ， 但 是 ,在 壁面 上 , 固 壁 的 混 
度 和 紧 贴 着 的 流体 的 温度 必须 相同 ， 因 此 ， 在 一 个 很 薄 的 流体 边 
界 层 内 , 就 会 形成 很 大 的 温度 梯度 , 即 流体 温度 由 其 在 声波 中 的 值 
迅速 地 改变 到 壁面 的 温度 值 ， 然 而 ， 出 现 大 的 温度 梯度 将 导致 因 
导热 而 产生 的 强 能 量 耗 散 . 由 于 类 似 的 理由 , 当 声波 从 某 个 斜 方向 
入 射 到 壁面 上 时 ,流体 的 粘性 也 将 引起 强 吸收 ， 在 这 种 情况 下 , 声 
波 中 的 流体 速度 ( 它 沿 着 波 传播 的 方向 ) 有 一 个 与 表面 相 切 的 非 零 
分 量 ， 但 是 在 壁面 上 ,流体 必须 完全 “粘着 ”于 壁面 ， 因 此 , 在 流体 
。 75 ， 





边界 层 中 ,一 定 会 产生 相当 大 的 切 向 速度 梯度 ,从 而 31 起 相当 大 
的 能 量 粘性 耗 散 ( 参 看 问题 1 ). 


问 题 

问题 1， 当 声波 受到 固 壁 反射 时 ， 假 设 固 壁 密度 很 大 使 得 声音 不 能 穿 
透 ; 且 比 热 很 火 , 以致 壁 温 可 以 看 作 常 数 ， 试 求 被 吸收 的 能 量 的 百分比 ， 

解 : 取 固 壁 平面 为 平面 =0, 以 入 射 平面 作为 zy 平面 ， 且 设 入 射 角 ( 它 
锋 于 反射 角 ) 为 98， 在 表面 的 任何 给 定点 上 (比如 说 , x 二 yy 一 0)， 入 射 波 中 窑 
度 的 变化 为 p! 二 Ae™'*t， 反射 波 具 有 相同 的 波幅 ， 所 以 在 壁面 上 p23==pPi. 
因为 有 两 个 波 ( 和 人 射 波 与 反射 波 ) 同 时 传播 ,所 以 流体 密度 的 实际 变化 为 p 
一 24e'o!， 声 波 中 的 流体 速度 为 o,=cpfni/p， vs 一 cpins/P， 因 而 ， 壁 面 上 
合 速度 v=vi 十 v, 的 大 小 就 是 : 

0 一 208 一 24sinbce iot/p 
(或 者 更 确切 地 说 ， 这 是 在 不 使 用 准确 的 粘性 固 壁 边 界 条 件 时 所 求 得 的 速 
度 )， 速 度 wy 沿 着 壁面 方向 的 实际 变化 由 公式 (24.13) 给 出 ， 而 业 性 引起 的 
能 量 耗 散 则 由 公式 (24.14) 确 定 ,该 式 中 的 voe™'*! 必须 用 上 面 关 于 ”的 表 达 
式 代 换 . 

如 果 计 算 时 不 采用 壁面 上 的 精确 边界 条 件 ， 可 求 得 温度 对 其 平均 值 ( 即 
壁面 温度 ) 的 偏离 (参看 (63. 13) 式 ) 为 T' ==24c*The iotjepp. 但 是 实际 上 , 温 
度 分布 要 在 边界 条 件 x 二 0,7'==0 之 下 求解 导热 方程 来 确定 ， 因 此 ， 它 将 由 
一 个 完全 类 似 于 (24.13) 的 公式 表示 . 

在 算出 了 公式 (77.1) 中 第 一 项 所 表示 的 由 传 热 引 起 的 能 耗 散 后 ,我们 就 
求 得 了 壁面 上 每 单位 面积 的 总 能 量 耗 散 为 

Bn = AY [Vz(2-1)+ Vrsin:0| 

由 入 射 波 投射 到 单位 面积 壁面 上 的 平均 能 量 通 量 密度 为 

cpvicosb= (csA?/2p) eosb. 
因此 ,反射 时 被 吸收 的 能 量 比 数 为 
2Y 2 [vsin2g V7(2—1)| 

@ 出 二 边界 条 件 的 要 求 ,无 论 有 无 粘性 ,边界 上 的 法 向 速度 分 量 总 是 零 。 
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这 个 表达 式 只 有 当 它 的 值 很 小 时 才 正 确 ( 因 为 在 推导 该 式 时 ， 我 们 已 经 假设 
_ 人 和 人 射 波 与 反射 波 的 振 辐 相 同 )， 这 一 条 件 意 味 着 ， 人 射 角 0 一 定 不 能 太 接 近 
于 元 /2 沁 

问题 2， 试 求 在 圆柱 形 导 管 中 传播 的 声音 的 吸收 系数 . 

解 : 大 部 分 声 吸 收 是 由 管 壁 存 在 而 引起 的 ， 吸 收 系数 ?等 于 每 单位 时 
间 内 在 每 单位 长 度 的 管 辟 上 所 耗 散 的 能 量 除 以 通过 管 截面 的 总 能量 通 量 的 
两 倍 ， 应 用 与 问题 1 中 完全 类 似 的 方法 , 可 算得 下 列 结果 : 

本 一 -COp 
y -|[v 2 让 MX 一 )| 

其 中 瑟 是 圆 管 半径 . 

问题 3， 设 声音 在 导热 系数 极 高 的 介质 中 传播 , 试 求 频 散 关系 . 

解 : 当 存 在 大 的 导热 系数 时 , 声波 中 的 流动 不 是 绝热 运动 因此， 现在 
代替 等 焙 条 件 的 为 


we EAP’ 
or? (1) 
这 是 没有 粘性 项 的 方程 (49. 4) 的 线性 化 形式 ， 我 们 取 
D 一 AP (2) 


为 第 二 个 方程 ， 它 是 由 方程 (63.2) 和 (63.3) 消去 5 以 后 得 出 的 ， 以 2 与 7 
为 基本 变量 , 则 可 把 p* 与 "写成 下 列 形式 : 


28 9s 
s =( 妆 ) 7 十 (区 1 A 
97 /pz 人 


将 这 些 表达 式 代 人 人 (1) 和 (2), 然后 寻求 与 6247 2 成 正比 形式 的 2 与 忆 . 六 
于 8 和 7 的 两 个 方程 的 相 容 条 件 ( 应 用 了 热力 学 量 的 导数 之 间 的 备 种 关系 
式 ), 可 以 化 为 下 面 的 形式 ; 


2 7 3 


这 个 式 子 给 出 所 求 的 上 与 a 之 间 的 关系 .这 里 我 们 采用 了 符号 ，: 


_ 127 (52 Ca 
=-( 红 ) (2 =- 呈 
9p 本 多 20 T 和 


@ 关于 任何 角度 下 反射 的 声 吸 收 问 题 ， 已 由 B.1I. 康 斯 坦 丁 诺 大 给 出 计算 结 
果 , 参 在 KYpiar TexHHd6CKO 让 人 HSHKE 9,226, 1939， 





9? 77 。 





其 中 ,= 一 o p/c。 为 比 热 之 比 ， 
在 低频 极限 (@ 冬 cz/2) 的 情况 下 ,方程 (37 给 出 


.OO2X 1 1 1 
pRB C 一 二 
Cs Ei 2cs\cs ci)’ 


这 对 应 于 声音 以 通常 的 “绝热 ”速度 c。 传播 并 且 吸 收 系数 ( 即 (77.6) 式 的 第 
二 项 ) 很 小 的 情况 ， 本 来 也 应 当 是 这 样 ， 因 为 条 件 <c*/X 意味 着 ， 在 一 周 
期 的 时 间 内 ,热量 仅 能 传递 XY/o 量 级 的 距离 (参看 (51. 7)) ， 这 距离 和 波长 
c/o 比较 起 来 要 小 得 多 . | 

相反 地 , 在 高 频率 的 极限 情形 下 ,我 们 由 (3) 式 求 得 


0 iCr 
> 2 


在 这 种 情况 下 ， 声音 以 “等 温 ” 速 度 cr 传播 , 该 值 总 是 小 于 c。。 吸 收 系数 同样 
远 小 于 波长 的 倒数 , 它 与 频率 无 关 , 而 和 导热 系数 成 反比 . 

问题 4， 设 声音 在 两 种 物质 的 混合 物 中 传播 ， 试 求 由 扩散 引起 的 附加 明 
收 (H.T. 夏普 什 尼 可 夫 和 3. A. 戈 里 德 别 尔格 , 1952) 

解 : 混合 物 中 有 一 种 附加 的 声 吸 收 源 ,因为 声波 产生 的 温度 和 压力 梯度 
会 引起 不 可 逆 的 热 扩 散 和 压力 扩散 过 程 ( 但 是 显然 没有 物质 浓度 梯度 ， 因 而 
没有 质量 传输 )， 这 种 吸收 由 箭 变化 率 公式 458. 13) 中 的 一 项 


zoD( 6),,s) ar 
i 扩散 道 量 为 
=—pD[ (kr/T) VT + (kr/7)V?], 
kp 出 (58. ee 作 类 似 于 8 77 中 做 过 的 那 种 计算 ,并 且 利用 热力 学 量 
导数 之 间 的 某 些 关系 式 ， 即 可 求 得 如 下 结果 , 即 在 吸收 系数 的 表达 式 (77. 6) 
中 ,还 必须 添加 另外 -一 项 : 


a 
1 2c P91/dc) ps 2c Jps Tr Cp \9F /ps o\9C /py7 


问题 5。 设 声音 被 - .个 半径 远 小 于 Mr/e 的 球 所 吸收 , 试 求 共 有 效 吸 收 
截面 . \ 





(cs 一 C7)， 





QD 方程 (3) 是 刀 的 二 次 方程 ， 它 的 第 二 个 根 对 应 于 随 x 人 热 
波 ”， 在 OX<e: 的 极限 情形 下 , 这 个 根 给 出 
E=:NViO/X 一 (1 十 门 weo/2X ， 
它 和 (52.17) 式 一 致 ， 在 oX 六 ce 的 情形 , 则 有 下 = (1 十 ioew 32Xcy， 


78 ? 





解 : 总 吸收 是 由 气体 的 粘性 和 导热 两 种 效应 组 成 的 ， 前 者 取决 于 声波 
中 的 运动 气体 绕 小 球 流动 时 斯 托 克 斯 摩擦 力 所 做 的 功 ， 如 同 $ 76 的 问题 3 
一 样 ,这 里 假设 小 球 不 因 摩 擦 力 的 作用 而 产生 运动 ， 时 热效应 则 取决 于 单位 
时 间 内 由 气体 传递 给 球 的 热量 4( 参 看 876 问题 3); 当 传 递 的 热量 为 g, 月 (并 
球 很 远 的 ) 气体 与 球 之 间 的 温度 差 为 T' 时 , 能 量 耗 散 为 9Z'/Z， 于 是 ， 可 阔 
得 总 有 效 吸 收 截 面 为 


= 到 十 ? 二 2x(22—1) | 
¢ Cy 


$ 78， 第 二 粘度 


第 二 粘性 系数 E( 我 们 将 简称 为 第 二 粘度 ) 通常 和 粘性 系数 7 
为 同一 是 级 ， 但 是 ,有 些 场合 的 上 值 可 以 大 大 超过 7。 大 家 知道 ， 
第 二 粘度 总 是 伴随 着 有 流体 体积 〈 亦 即 密 度 ) 变化 的 过 程 而 产后 
的 ， 流 体 在 压缩 和 膨胀 时 , 如 同 任 一 种 急剧 改变 状态 时 一 样 ,将 不 
再 处 于 热力 学 平衡 态 ， 于 是 ,在 流体 中 就 会 发 生 某 些 内 部 过 程 , 它 
们 趋向 于 以 复 这 种 平衡 ， 通 常 , 这 些 过 程 进行 得 很 迅速 ( 即 它们 的 
弛 和 耶 时 间 很 短 ) , 几 平 是 随 着 体积 的 变化 立刻 就 恢复 了 平衡 , 当然 ， 
某 些 体积 变化 率 非 常 大 的 情形 要 除外 . 

但 是 ,也 可 能 出 现 一 些 过 程 ， 它 们 恢复 平衡 的 弛 瑰 时 间 很 长 ， 
即 过 程 进行 得 很 则 ， 例 如 ,我们 考察 一 种 液体 或 气体 , 它 是 几 种 物 
质 的 混合 物 , 这 些 物 质 之 间 可 以 进行 化 学 反应 ; 那么 ,对 于 任何 给 
定 的 密度 和 温度 来 说 ， 总 存在 一 个 由 混合 物 中 的 物质 浓度 所 表征 
的 化 学 平衡 态 ， 例 如 , 若 压 缩 流体 使 平衡 受到 破坏 ,反应 就 开始 进 
行 ; 其 结果 是 ， 这 儿 种 物质 浓度 将 趋 于 与 新 的 密度 及 温度 相对 应 
的 平衡 信 ， 假 使 这 种 反应 进行 得 不 治 . 平衡 也 就 恢复 得 较 慢 ,而 不 
是 压缩 一 发 生 ,其 平衡 就 立刻 恢 捍 ， 这 后 一 种 过 程 ,将 伴 有 趋 于 下 
了 衡 态 的 内 部 过 程 ， 但 是 ,建立 平 次 的 过 程 是 不 可 逆 的 ,它们 使 焙 党 
大 ， 因 而 总 要 耗 散 能 量 ， 所 以 , 如 果 这 些 过 程 的 弛 了 像 时 间 很 长 ， 旨 


A 
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当 流 体 受到 压缩 或 脱 胀 时 , 就 会 产生 相当 大 的 能 量 耗 散 ; 且 由 于 这 
hs a je 二 各 度 来 确定 的 , 这样, 我们 就 可 得 出 6 值 很 大 


i < 值 ， 当 然 取 决 于 压缩 或 膨胀 的 速率 与 
绕 御 时 间 之 间 的 关系 ， 例 如 , 如果 是 声波 35| 起 的 压缩 或 脱 胀 , 则 第 
二 粘度 就 依赖 于 波 的 频率 因此， 第 二 粘度 不 仅 是 表征 有 关 物 质 
的 一 个 常数 ， 而 且 还 依赖 于 运动 频率 . “对 于 频率 的 依赖 关系 称 
为 它 的 频 散 . 

下 面 用 来 讨论 所 有 这 些 现象 的 一 般 方 法 ， 是 由 JI. H. 曼 杰 利 
什 塔 姆 和 M.A. 列 昂 托 维 奇 提 出 的 (1937)， 设 5 是 表征 物体 状态 
的 基 个 物理 量 ,5&0 是 它 在 平衡 态 的 值 ; 上 是 密度 与 温度 的 国 数 . 例 
如 ,在 混合 流体 中 ,8 可 凡是 一 种 组 分 的 浓度 ,从 而 6 就 是 它 在 化 
学 乎 衡 态 的 浓度 . 

如 果 物 体 不 处 在 平衡 态 , 上 将 随时 间 而 变化 , 并 趋 于 值 1, 在 
接近 平衡 的 状态 时 , 差 值 E 一 和 是 一 个 小 量 , 于 是 ,我们 可 以 将 5 的 
变化 率 上 展开 成 这 个 差 值 的 震级 数 ， 因 为 在 平衡 态 即 = 5 时 ， 
< 必 为 零 ,所 以 不 存在 零 阶 项 ， 因 此 , 取 到 一 阶 项 为 止 , 有 

E=— (£—é0) /7, (78. 1) 
比例 系数 必须 为 负 值 ,否则 ,6 将 不 趋 于 有 限 的 极限 值 ， 正 常数 = 
县 有 时 间 的 量 纲 ， 因 而 可 以 看 作 所 讨论 过 程 的 凶 鸳 时 间 ; rr 值 越 - 
大 , 趋 于 平衡 的 过 程 进行 得 越 缓慢 

下 面 ,我们 来 考察 流体 受到 周期 性 绝热 压缩 和 脱 胀 的 过 程 @， 
因此 ,流体 的 密度 (和 其 它 热力 学 量 ) 的 可 变 部 分 将 通过 因子 e 


@ 产生 大 值 的 慢 过 程 ,通常 是 从 分 子 的 平 动 自由 度 向 (分 子 内 部 的 ) 振 动 自由 
度 的 能 量 传递 过 程 ， 

@” 雯 的 变化 (在 接近 于 平衡 态 时 ) 是 二 阶 小 量 ; 因此 ， 在 准确 到 一 阶 小 量 的 范围 
内 , 可 以 把 这 一 过 程 称 做 绝 蕉 过 程 
» 80» 





而 侈 赖 于 时 间 ; 这 里 , 我们 醋 研 究 般 是 流 体 中 的 声波 .平衡 位 置 也 
随 着 密度 以 及 其 它 物 理 量 一 起 变化 ,所 以 名 可 以 写成 6= oo 十 566， 
其 中 ,soe 是 对 应 于 平均 密度 的 一 个 不 变 的 名 值 ， 而 品 是 正比 于 
e ”的 周期 性 变化 部 分 .将 上 的 真实 值 写成 
6=é00 "6, 
由 方程 \78. 1， 我 们 可 推断 出 8' 也 是 时 间 的 周期 函数 , 且 与 56 的 
大 系 为 
6 一 一 名 (78. 2) 


1 一 QT 





我 们 来 计算 该 过 程 中 压力 对 于 密度 的 导数 ， 现 在 ， 压 力 必 须 
视 为 密度 和 所 讨论 的 状态 下 < 上 值 的 鸭 数 , 它 也 是 灼 函数 ;但 由 于 
我 们 假设 灶 为 常数 ,为 了 简单 起 见 ,就 略 去 不 写 了 .于 是 


9p _ -( 翌 十 ( 且 ) 96 
dp \9gp 35 Jp9p 
按照 (78. 2) ,把 


9é _9E’_ 1 9 1 3926 


一 一 一 一 


9p 9p II 一 7or 90 1—i@r 2p 
代入 上 式 ， 就 得 到 


9p__ 1 2) (3 ) 要 960_ (名 
人 [全 tae EE 


名) +( 汝 ) 3 引 ema p 对 于 p 的 


导数 ,这 种 过 程 进行 每 如 此 之 惕 ,以 到 流体 总 是 保持 在 平生 态 将 
这 种 导数 记 为 (9p/3p) oa， 最 后 得 出 


的 -的 ] os 
53p -| 7 oOeeo Re 


其 次 , 设 po 为 热力 学 平衡 态 的 压力 ; po 和 其 它 热力 学 量 的 关 
系 由 流体 的 状态 方程 表示 , 因此 , 当 密 度 和 精 给 定 后 ，Zo 就 完全 确 


定 了 ,但 是 , 非 平 衡 态 的 压力 p 不 同 于 po, 且 Pp 也 是 的 函数 ， 如 
’ 8 了 § 
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果 密 度 绝热 地 增 大 Sp, 平衡 压力 洗 变 化 6po 二 (98/39p)6eo6p，, 而 总 
的 压力 增 量 则 为 (3p/9p)6p, 其 中 93p19p 由 公式 (78. 3) 人 确定. 因 
此 ， 当 所 处 状态 的 密度 为 pc+6p 时 ， 真 实 压 力 与 平衡 压力 之 差 
Dp 一 po 为 


,|2p 2) | 
a 名- 多 ed p 


Vor ee. 8 
| 下 人 -( 台 加) Jp 人 


这 里 ， 我 们 关心 的 是 由 于 流体 的 运动 而 产生 的 密度 变化 . 因 
此 ,op 与 速度 的 关系 由 0 我 们 把 它 写成 这 样 的 形式 : 


到 (o) +pV* 吕 =0, 其 中 ,人 表示 全 时 间 导 数 ， 在 周期 运动 中 ,我 








们 有 (0) = 一 -iosp， 因此 , 6 p = 人 qim 将 此 式 代入 (78. 3a), 


得 到 : 
pp cdo VV, (78.4) 
”这 里 ,我 们 使 用 了 符号 
(于 (2 8.5 
人 GC a 人 6 ) ， 4 ) 
其 意义 将 在 下 面 解释 . 


为 了 找到 这 些 表 达 式 和 流体 粘度 之 间 的 关系 ， 我 们 写 出 应 力 
张 量 cover， 在 此 张 量 中 ， 压力 出 现 于 一 26x 项 内 .， 如果 将 压力 p 减 
去 由 状态 方程 确定 的 压力 po, 我 们 发 现 ， 在 非 平衡 态 下 ,04 含有 
一 个 附加 项 





一 (2 一 ?po) 0 一 (ce 一 c0) OV .也 


将 该 式 与 应 力 张 量 的 一 般 表达 式 (15 2) 和 (15. 3) 加 以 对 比 , (在 后 
两 个 表达 式 中 ,V2 出 现在 EV 项 内 )， 我 们 可 以 断定 ; 为 建立 
s。 82 。 





平衡 态 而 出 现 的 慢 过 程 ,在 客观 上 等 价 于 出 现 第 二 粘度 ,其 表达 式 
为 


_TYD(c2 一 C1) 
< 一 a (78. 人 
这 些 过 程 不 影 啊 普通 独 度 7。， 当 过 程 慢 到 使 or<1 时， 为 





- = rp (ee2 — ce). (78. 7) 
它 随 弛 歼 时 间 * 澳 输 大 而 增 大， 这 与 上 面 的 叙述 一 致 ， 当 频率 委 
大 时 , 将 依赖 于 频率 , 即 此 时 将 出 现 频 散 . 

现在 来 研究 ， 如 有 弛 耶 时 间 长 的 过 程 出 现 (为 确定 起 见 , 我们 
将 讨论 化 学 反应 过 程 )， 会 怎样 影响 流体 中 声音 的 传播 ， 为 此 ,我 
们 可 以 从 粘性 流体 的 运动 方程 出 发 ,而 使 6 取 公 式 (78. 6) 的 值 . 但 
是 ,更 简便 的 做 法 是 研究 这 样 一 种 运动 ,其 中 , 粘性 可 以 略 去 不 计 ， 
但 压力 Pp 应 由 前 面 的 公式 而 不 是 由 状态 方程 给 出 ， 这 样 ， 在 8 63 
中 得 到 的 某 些 一 般 关 系 式 , 形式 上 还 是 可 以 应 用 的 ， 特 别 是 , 波 数 
和 波 频 的 关系 仍然 是 上 = w/c, 其 中 c= 二 M92/3p, 而 导数 37/3ap 现 
在 则 由 (78. 3) 式 来 表示 . 但是, 量 c 是 一 个 复数 ,已 不 再 表示 声速 
于 是 , 我 们 得 到 


ee of 一 (78. 8) 


C1 一 C27OT7 
由 这 个 公式 给 出 的 “ 波 数 " 是 复数 .这 一 事实 的 意义 是 不 难 理 
解 的 ， 在 平面 波 中 , 所 有 的 量 通过 因子 e** 依赖 于 坐标 z(z 轴 是 
波 传播 的 方向 )， 将 写成 
E= kt sh 
的 形式 ,其 中 和 h 为 实数 ,我 们 有 e"** 二 e1**.e-*7, 即 除去 周 
期 因子 er** 之 外 ， 还 有 一 个 阻尼 因子 6-*” (当然 ，bs 必须 为 正 
数 )，、 因 此 ， 波 数 的 复数 性 合理 地 表示 出 波 受到 阻尼 , 即 存在 声 吸 
收 这 一 事实 ， 复 波 数 的 实 部 代表 了 波 的 位 相 随 距离 的 变化 ， 而 虚 


部 则 为 吸收 系数 ， 
* 3. 





将 (78. 8) 式 的 实 部 和 虚 部 分 开 是 不 困难 的 ， 在 o 为 任意 的 一 
般 情况 下 , Ki 和 ks 的 表达 式 相当 繁复 ， 这 里 不 拟 写 出 ， 重 要 的 是 
k 是 频率 的 函数 (ks 同样 如 此 )， 因 此 ， 如 果 流 体 中 会 发 生化 学 反 
应 , 则 在 足够 高 的 频率 下 , 声音 的 传播 将 伴 有 频 散 . 

在 低频 (wr<1) 的 极限 情况 下 ， 公 式 (78. 8) 在 一 阶 近似 程度 
上 给 出 k= w/co, 相当 于 声音 以 速度 co 传播 . 当然， 这 是 合乎 逻 
辑 的 ， 条 件 or<l 意味 着 声波 的 周期 1/o 要 比 弛 物 时 间 大 得 多 ， 
映 随 着 声波 中 密度 的 改变 ， 紧 接着 就 建立 了 化 学 平衡 ,所 以 ,声速 
可 由 导数 3?/9p 的 平衡 值 确定 ， 在 二 阶 近 似 上 , 则 有 

2 (2 一 c8)， (78.9) 


就 是 说 ,出 现 了 阻尼 ， i 正比 于 频率 的 平方 ， 利 用 (78.7) 
式 , 我 们 可 以 把 的 虚 部 写成 =- 号 3- 2 ;这 和 (77.6) 式 所 表示 


ee - 
有 考虑 频 散 效应 的 情况 下 得 到 的 . 

在 高 频 (wrt 光 1) 的 相反 极限 情况 下 ,一 阶 近 似 给 出 = @/c。， 
即 声音 以 速度 c 传播 一 -这 也 是 一 个 自然 的 结果 .因为 当 oz 祖 1 
上 时， 我 们 可 以 认为 在 一 个 周期 内 没有 发 生 反应 ， 所 以 ， 声 音 的 速 
度 必 须 以 浓度 不 变 时 所 取 的 导数 (97/3p) ,来 确定 二 阶 近似 


给 出 





k= 人 ic / (78. 10) 


Cw 2rcs, 


由 阻尼 系数 与 频率 无 关 , 如 果 % 从 o<1/7 变化 到 o>1/7, 这 一 系 
数 将 单调 地 增 大 到 由 公式 (78.10) 给 出 的 党 数值， 应 当 指 出 , ja/ 
代表 一 个 波长 距离 上 的 吸收 量 ， 这 个 比值 在 两 种 极限 情况 下 都 


是 小 量 (E/1 和 1 它 在 某 个 中 间 的 频率 , 即 oo= 二 VB75 时 ， 有 


， 8f ， 





一 个 最 大 值 . 
例如 , 由 (78. 7) 式 可 以 看 出 ; 
CC0 (78. 11) 
这 是 因为 必 有 E>0.， 利用 勒 夏 武 列 原理 作 一 些 简 单 的 推理, 也 可 
以 得 出 同样 的 结果 .我 们 假设 在 某 种 外 部 作用 下 系统 的 体积 减 
小 , 密度 增 大 ， 于 是 系统 就 离开 平衡 态 , 根据 勒 夏 式 列 原理 ， 此 时 
一 定 要 发 生 一 种 使 压力 趋 于 减 小 的 过 程 . 这 意味 着 3p/9p 将 减 
小 ， 于 是 当 系 统 重 趋 平 衡 时 ，9p/3p 二 c? 的 值 将 小 于 其 非 平 衡 态 
值 . 
在 上 述 所 有 公式 的 推导 中 ， 我 们 假设 了 只 有 一 种 缓慢 的 内 部 
弛 隔 过 程 ， 也 可 能 存在 几 种 不 同 的 此 类 过 程 同 时 发 生 的 情形 ， 所 
有 上 述 诸 公式 都 不 难 加 以 推广 ， 使 其 亦 可 适用 于 这 种 情形 ,但 此 
时 已 不 再 是 只 有 一 个 量 6 ,而 是 有 若干 个 表征 系统 状态 的 量 51, 5， 
… 和 一 系列 对 应 的 弛 耶 时 间 rra …. 我 们 可 以 这 样 选 择 纪 ,使 
得 每 一 个 导数 6& 仅 依赖 于 对 应 的 名， 即 
6 =— (61—é€n0) /rn (78. 12) 
作 与 前 面 完 全 类 似 的 计算 ,可 得 
ot 2 


其 中 c2 = (98/9p) 4 而 常数 w 为 


人 


如 果 只 有 一 个 量 5, 公式 (78. 13) 当然 就 变 成 (78. 3)， 


(78. 13) 
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第 九 章 激 波 


§ /19， 运 动 气体 中 扰动 的 传播 
”” 当 流 体 运动 的 速度 接近 或 超过 声速 时 ， 流 体 的 可 压缩 性 效应 
就 变 得 非常 重要 .实际 上 ， 这 种 运动 总 是 发 生 在 气体 当中 , 所 以 ， 
通常 把 高 速 流体 动力 学 称 为 气体 动力 学 . 

首先 应 当 指 出 : 气体 动力 学 中 所 涉及 的 雷诺 数 通常 是 很 大 的 . 
因为 我 们 由 气体 分 子 运动 论 知道 , 气体 的 运动 粘性 系数 ”是 与 分 
子平 均 自由 程 1 和 分 子 热 运 动 平均 速度 的 乘积 同一 量 级 ， 而 分 子 
热 运动 平均 速度 与 声速 c 是 同一 量 级 ， 所 以 v~cl， 如 果 气体 动 
力学 问题 中 特征 速度 也 与 “同一 量 级 ， 则 雷诺 数 R~Lc/v~L/l， 
即 好 由 尺度 艺 与 平均 自由 程 1 的 比值 确定 ,我 们 知道 ,这 个 比值 是 
很 大 的 @. 因为 当 忍 很 大 时 ， 粘 性 总 是 只 在 很 狭 窗 的 区 域内 才 对 
气体 运动 有 重要 影响 , 所 以 ， 今 后 ( 除 特 别 指 出 的 某 些 相反 情况 以 
外 ) ,我 们 将 把 气体 看 作 是 理想 流体 . 

按照 气流 是 亚 声速 的 还 是 超声 速 的 ， 即 速度 是 小 于 或 大 于 声 
速 ， 这 些 流 动 在 性 质 上 便 完 全 不 同 . 超声 速 流动 最 重要 且 独 有 的 
待 性 之 一 ,是 其 中 可 能 出 现 所 谓 激 波 ， 激 波 的 性 质 , 我 们 将 在 下 面 
几 节 中 详细 研究 ， 这 里 ,我 们 要 研究 超声 速 流动 的 另 -- 特 性 , 它 与 
气体 中 小 扰动 的 传播 方式 有 关 ， 

假如 作 定常 运动 的 气体 ， 在 任意 一 点 受到 轻微 的 扰动 , 接着 ， 
扰动 的 影响 就 以 声速 (相对 于 气体 本 身 ) 在 气体 中 传播 ， 相 对 于 固 

中 ”我 们 不 考虑 物体 在 很 稀薄 的 气体 中 运动 的 问题 ， 在 很 稀 沙 的 气体 中 , 分 子平 

均 自由 程 与 物体 尺度 是 相当 的 。 这 种 问题 实质 上 不 是 气体 动力 学 问题 , 而 必须 用 气体 
分 子 运动 论 进行 研究 . 
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定 坐标 系 ,扰动 的 传播 速度 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 ,扰动 被 气流 以 速 
度 wv“ 带 走 ”; 第 二 ， 它 相对 于 气体 ， 沿 任何 方向 1 都 以 速度 < 伟 
播 .为 简单 起 见 ， 我 们 来 研究 具有 等 速 v 的 均匀 气流 ， 在 某 点 0 
(固定 在 空间 中 )， 它 受到 一 个 小 扰动 .扰动 从 点 O 传 播 出 去 的 速 
度 wcn( 相 对 于 固定 坐标 系 ) 在 不 同 的 单位 矢量 n 方向 上 有 不 
同 的 值 ， 将 矢量 2 的 一 疾 置 于 点 0; 以 2 的 男 一 端 为 球 心 ， 以 5 
为 半径 画 一 球面 ， 即 可 求 得 传播 速度 所 有 可 能 的 值 ， 从 点 0 到 球 
面 上 各 点 的 矢量 ， 给 出 扰动 传播 速度 所 有 可 能 的 大 小 和 方向 ， 我 
们 先 假设 vz 过 ce， 则 矢量 2 十 cn 在 空间 中 可 以 有 任意 方向 (图 
40a)， 也 就 是 说 ,在 亚 声速 流动 中 ,从 任何 一 点 发 出 的 扰动 最 终 将 
到 达 气 体 中 每 一 点 .反之 , 若 wo>>c, 则 如 图 40b 所 示 , 矢量 Dt+en 
的 方向 就 只 能 在 以 0 为 顶点 的 贺 锥 之 内 , 这 个 圆锥 与 以 矢量 吕 另 
一 端 为 球 心 的 圆 球 相 切 ， 设 圆锥 顶 角 为 2w 则 由 图 看 出 : 
sing= c/v. (79. 1) 





(a) 
图 。 40 
这 样 , 在 超声 速 流动 中 , 从 任 一 点 发 出 的 扰动 只 能 在 一 个 圆锥 之 内 
顺 流 传播 ,比值 c/v 越 小 , 这 个 圆锥 的 顶 角 也 就 越 小 . 由 点 0 发 出 
的 扰动 不 影响 这 个 圆锥 外 面 的 流动 . 
由 方程 (79. 1) 所 确定 的 角 a 称 为 马赫 角 ， 比值 v/c 本 身 是 在 
气体 动力 学 中 经 常 出 现 的 , 称 为 马赫 数 M; 
M=v/c. (79. 2) 


由 一 给 定点 发 出 的 扰动 所 达 区 域 的 界面 称 为 马赫 面 或 特征 面 . 
* 7， 





在 任意 定常 气流 的 -. 般 情况 下 ， 马 赫 面 请 不 是 在 整个 菠 动 区 
域 为 一 个 圆锥 ， 但 是 可 以 断言 ， 马 林 库 与 通过 这 个 曲面 上 任意 一 
点 的 流 线 的 夹 角 仍 旧 是 马赫 角 ， 马赫 角 的 数值 是 随 速 度 2 和 的 
变化 而 逐 点 变化 的 ， 这 里 顺便 虎 调 指出 ,在 高 速 气流 中 ,不 同 点 上 
的 声速 是 不 同 的 , 它 随 着 热力 学 量 ( 压 力 、 密 度 等 ) 而 变化 , 即 声速 
是 热力 学 量 的 函数 @. 作为 坐标 的 函数 的 声速 ， 有 时 称 为 当地 
声速 . 

超声 速 流动 的 上 述 性 质 ， 使 此 流动 具有 与 亚 声速 流动 大 不 相 
同 的 特征 ， 假 如 亚 声速 气流 遇 到 任何 障 租 物 〈 例 如 ， 它 绕 物 体 流 
动 ), 那 未 ， 这 个 障碍 物 的 存在 将 影响 到 包括 上 游 和 下 游 在 内 的 整 
个 流动 空间 , 只 有 在 离 障 碍 物 无 穷 远 的 地 方 , 它 的 影响 才 渐 近 地 趋 
于 零 ， 但 是 ,超声 速 气流 是 “盲目 地 ” 碰 到 障 得 物 上 的 , 隘 碍 物 的 影 
响 只 延 及 下 游 @; 而 在 利 下 的 整个 上 上 游 区 域 ,气流 如 同 不 存在 障碍 
物 时 一 样 . 

在 平面 定常 气流 情况 下 ， 特 
征 面 可 用 流动 平面 内 的 特征 曲线 
(或 简称 特征 线 ) 代替 ， 通 过 这 个 
平面 内 任意 一 点 DO 有 两 条 特征 线 
(图 41 中 的 44' 和 BB') ,它们 与 
通过 该 点 流 线 的 交角 为 马赫 角 . 
特征 线 的 下 游 分 支 04 和 OB, 可 
称 为 由 点 0 发 出 的 分 支 ， 它 们 转 图 41 
成 的 流动 区 域 40B， 是 从 点 0 发 出 的 扰动 所 能 够 影响 到 的 区 域 ， 
分 支 BD 和 4'0, 可 称 为 到 达 点 0 的 分 支 , 它 们 之 间 的 区 域 410B'， 





@ ”在 第 八 章 中 讨论 声波 时 . 声速 可 看 作 常 数 . 
@， 为 避免 误解 ,应 该 指出 ; 如 果 在 障碍 物 前 面 形 成 激 波 , 则 这 个 区 域 要 稍微 扩大 


一 些 ( 参 看 $ 114)， 
e B88 。 


do 











是 能 够 影响 0 点 流动 的 区 域 . 

特征 线 (在 三 维 情形 是 特征 面 ) 的 概念 ， 还 有 一 种 稍微 不 同 的 
含义 ， 即 它们 是 一 些 满足 几何 声学 条 件 的 声 线 ， 而 扰动 就 沿 着 这 
些 声 线 “传播 >， 例 如 , 若 定常 超声 速 气流 遇 到 一 个 很 小 的 障碍 物 ， 
则 沿 着 由 这 障碍 物 发 生 的 特征 线 、 将 发 现 气流 的 定常 扰动 、 这 与 
§ 67 中 研究 运动 介质 的 几何 声学 时 所 得 到 的 结果 相同 ， ， 

当 我 们 提 到 气体 状态 的 扰动 时 ， 指 的 是 描写 气体 状态 的 任 一 
特征 量 ( 诸 如 速度 . 压力 、 密度 等 ) 的 微小 变化 ， 关 于 这 一 点 ， 应 作 
如 下 说 明 ; 气体 炉 值 (在 定 压 下 ) 和 气体 涡 量 的 扰动 不 是 以 声速 传 
播 的 ， 这 些 扰动 一 旦 出 现 , 相对 于 气体 就 是 不 动 的 ;而 相对 于 固定 
坐标 系 ， 它 们 则 以 对 应 于 每 一 点 的 气体 速度 随 气 体 一 起 运动 ， 对 
焕 而 言 ,这 是 理想 流体 中 守恒 律 的 一 个 直接 结果 : 

ds/ d=9s/9t+vV.Vs=0, 
上 式 表明 , 气体 中 任意 给 定 的 体 元 运动 时 , 其 炉 保 持 不 变 , 即 每 个 s 
值 随 着 它 所 归属 的 点 一 起 运动 ， 对 涡 量 而 言 ， 由 环 量 守恒 可 得 相 
同 的 结果 . 

于 是 , 对 炉 值 和 涡 量 的 小 扰动 而 言 ， 可 以 说 特征 线 就 是 流 线 . 
当然 ， 这 不 会 改变 上 述 关 于 影响 区 域 的 论述 的 普遍 正确 性 ， 因 为 
那些 论述 的 基础 仅 在 于 : 相对 于 气体 本 身 而 言 , 扰动 传播 有 一 最 大 
速度 (声速 ). 


$80， 气 体 的 定常 流动 
由 伯 努 利 方程 ， 我 们 可 直接 得 出 关于 气体 绝热 定常 流动 的 大 
干 一 般 性 结果 . 对 于 定常 流动 , 沿 每 条 流 线 , 伯 努 利 方程 为 


wt 一 常数 ; 


如 果 是 势 流 , 则 对 每 一 条 流 线 , 即 对 流体 中 的 每 一 点 ,常数 均 相同 ， 
9 89 9 








者 在 某 条 流 线 上 ,有 一 .点 的 气 则 可 把 伯 努 利 方程 写成 
而 下 > = wo, (80. 1) 


式 中 , wo 是 2=0 i 
对 寺 定 常 流动 , 灶 的 守恒 方程 为 
VVs=vds/9l =0, 
即 治 省 经 一 条 流 线 ，s 为 常数， 我 们 可 以 把 这 个 方程 写成 类 似 于 
《80. 1) 的 形式 ; 


S 一 530， (80. 2) 
由 方程 (80. 1) 可 知 , 在 烩 包 较 小 的 那些 点 上 ,速度 2 较 大 . (在 
所 讨论 的 流 线 上 ) w 最 小 的 点 ， 其 速度 值 最 人 大， 然而 在 等 焕 情 形 


下 ,dw 二 dp/P; 因为 Pp 之 0, 所 以 微分 dw 和 dp 辐 守 ;因而 ww 和 2 按 
相 问 趋势 变化 .于 是 可 以 说 , 沿 着 一 条 流 线 , 当 讨 力 减 小 时 速度 增 
加 ,反之 亦 然 . 

在 绝热 流动 中 ,压力 和 和 烩 的 最 小 可 能 值 ， 是 在 绝对 温度 全 =0 
时 得 到 的 .这 个 对 应 的 压力 是 ?=0， 而 我 们 不 妨 取 了 =0 时 刀 的 
值 为 能 量 的 零点 ;于 是 了 = 0 时,， 色 =0， 由 方程 (80. 1)， 现 在 可 时 
出 速度 的 最 大 可 能 值 (在 v==0 处 的 诸 热力 学 量 之 全 都 给 定 的 情 襄 
下 ) 为 

i A DG (80. 3) 
当 气 体 定常 地 流向 真空 时 , 可 以 达到 这 个 速度 中. 
ee J 三 Pp2 洛 流 线 如 何 变化 . 由 欧 
拉 方 程 (2: V) v= TV 我 们 得 到 辣 一 条 流 线 微分 如 和 a7 的 关 
系 式 : vd 二 一 4D/ P, 令 人 47 二 cx4p，, 则 得 | 
dap/dv = pv/ce’, (80. 4) 
QC@ 当然 ,在 温度 急 别 降 低 的 实际 情况 下 , 气体 必然 蜂 结 并 形成 二 相 的 “ 雾 ”, 但 这 
对 上 述 结果 没有 本 质 的 影响 . 
+ 90 4 
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把 该 式 代 入 &4(p2) 二 pp 十 v4p, 即 得 

da(pv) /dv=p(1—y/e’). 《80. 5) 
由 此 我 们 看 到 , 只 要 流动 保持 是 亚 声 速 的 , 则 当 速 度 沼 着 流 线 增加 
时 ,质量 通 量 密度 也 增加 ， 但 在 超声 速 范 围 内 , 质量 通 量 密度 随 着 
速度 的 增加 而 减少 , 当 v=vow 时 , 它 和 p 一同 变 为 零 (图 42)， 亚 
声速 和 超声 速 定常 流动 之 间 这 一 重要 差别 , 可 简单 地 解释 如 下 : 亚 
声速 流动 中 , 流 线 沿 着 速度 增加 的 方向 靠拢 ; 而 在 超声 速 流 动 中 ， 
流 线 沿 速度 增加 的 方向 散 开 . 





图 42 
在 气体 速度 等 于 当地 疡 速 的 那 一 点 上 , 通 量 7 达 最 大 值 Jx: 
Js 一 OrxCxy (80. 6 ) 


式 中 , 性 号 下 标 表示 对 应 于 上 述 该 点 的 值 ， 速 度 ws = cy 称 为 临界 
速度 . 在任 意气 体 的 一 般 情 况 下 , 各 种 量 的 临界 值 , 可 以 通过 解 联 
也 方程 


S* 一 09 ws 十 到 0 二 wo， (80. 7) 


用 各 量 在 v=0 点 的 值 来 表示 . 

很 明显 , 只 要 必 ==v/c 二 1, 就 有 v/cx 达 1; 而 如 果 六 二 1， 则 
v/c#x 之 1 因而 在 这 种 情况 下 ,比值 Ms =2"/cx 可 用 作 类 似 于 开 的 判 
据 , 并 且 这 样 更 方便 ， 因 为 cy 是 常数 ， 而 不 像 * 那样 沿 着 流 线 在 
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变化 . 
就 气体 动力 学 一 般 方 程 组 的 应 用 而 言 ， 理 想 气 体 的 情形 是 特 
别 重要 的 . 对 于 理想 气体 ， 由 热力 学 可 知 各 种 热力 学 量 之 间 的 全 
部 关系 式 ， 而 且 这 些 关 系 式 都 非常 简单 . 这 就 使 我 们 在 很 多 情况 
下 有 可 能 给 出 气体 动力 学 方程 的 完全 解 . 
作为 参考 , 现在 列 出 理想 气体 各 种 热力 学 量 之 间 的 关系 式 , 因 
为 下 面 经 常 要 用 到 它们 . :我们 总 是 假定 ( 除 特别 说 明 者 外 ) 理 想 气 
体 的 比 热 与 温度 无 关 . 
理想 气体 的 状态 方程 为 
pV=p/p=RT/L, (80. 8) 
式 中 ,好 =8.314x10 尔格 / 度 是 气体 常数 ,4 是 气体 的 分 子 量 .如 
间 8 63 所 表明 的 , 理想 气体 中 的 声速 为 
c=yRT/k= p/p, (80. 9) 
这 里 , 我们 引进 了 比 热 之 比 p=cp/c。 这 个 常数 ，?) 永远 大 于 1 在 
常温 下 , 单 原子 气体 的 y= 二 5/3; 双 原子 气体 的 y=7/5. 
若 不 计 及 不 重要 的 附加 常数 , 则 理想 气体 的 内 能 为 


=cT=pV/(y—1)=oe/y(y—1). (80. 10) 
对 于 熔 , 我 们 有 类 似 的 公式 ; 
w=cpT= 9V/ (一切 王 C2 (72 一切， (80. 11) 
这 里 利用 了 熟知 的 关系 式 co 一 c。 二 R/h， 最 后 ,气体 的 焕 为 
s=cvln (p/P')= cpln (2 YP). (80. 12) 


现在 , 我 们 把 上 面 所 得 到 的 一 般 关系 式 应 用 于 理想 气体 , 来 研 
究 定常 流动 ， 将 (80. 11) 代入 (80. 3) ,我 们 求 得 定常 流动 的 最 大 壕 


度 为 
0 ,一 co\/2/(? 一 1) 。 (80. 13) 


对 于 临界 速度 ,由 (80. 7) 的 第 二 个 方程 得 


”92 3? 


ii 











由 此 中 
cx 一 Co 2/ (7 十 1) (80. 14) 
把 烩 的 表达 式 (80. 11) 代入 伯 努 利 方程 (80. 1) , 可 得 出 流 线 上 
任 一 点 的 温度 和 速度 的 关系 式 ; 而 压力 和 密度 的 类 似 关 系 式 可 由 
汝 松 绝热 方程 
D=Do(T/T0D HY), 了 二 2o(CD/po (80. 15) 
直接 尿 得， 于 是 得 到 下 列 重 要 结果 : 
a 
加 加 | 17/(? 一 加 了 一 工 02 1/(r-1) 


2 
* 


r/(r~1) 一 1 v2\r/(r™1) 
1 一 站 < 全 二 Pl 。 
?一 -| 0 a =p,( er 


(80. 16) 
有 时 ,将 速度 用 其 它 量 来 表示 的 关系 式 使 用 起 来 比较 方便 , 即 


2 ee 一 (下 =) | 
?一 上 po 0 ?一 上 po po 


(80. 17) 
我 们 也 可 以 给 出 声速 c 与 速度 2 的 关系 : 
0 一 2 = (80. 18) 
于 是 得 到 马赫 数 M 与 M4 的 关系 为 
2 ?十 1 
ME 一 -7R (80. 19) 


当 M 从 0 变 到 ce 时 , Mx 从 0 变 到 (y 十 D/(y 一 D. 
最 后 , 在 公式 (80. 16) 中 ， 令 bv 二 cx, 可 得 临界 温度 、 压 力 和 密 


也 图 42 表明 空气 (y=1.4， vmsx 二 2.45c,) 的 比值 I/j 为 /cx 的 函数 ， 
93J 。 
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三 2 i/(y-1) 
Dx po( i) 。 


最 后 ,应 强调 指出 ; 上 面 推导 的 结果 只 适用 于 不 出 现 激 波 的 流 
动 . 若 有 激 波 , 方程 (80. 2) 就 不 成 立 ; 当 流 线 穿 过 激 波 时 ， 气 体 的 
移 增加 .但 我 们 将 看 到 ,即使 有 激 波 时 , 伯 努 利 方程 (80, 1) 仍然 有 


效 , 因为 在 穿 过 间断 面 时 , 量 w 十 ?是 不 变 的 (882)， 例 如 , 公式 
(80. 14) 仍然 有 效 . 


+r/(r~1) 
9 


(80. 20) 





问 题 
试用 马赫 数 表 示 沿 一 条 流 线 的 温度 ,压力 和 密度 . 
解 : 利用 上 面 所 求 得 的 公式 ,得 
To_ pl gg Po 1 pl yr oo 1 ?一 War 
-1+ MB (1 5 M’ ) 一 (1 十 了 as ) T。 


$ 81， 间 断面 
在 前 面 几 章 中 , 我 们 只 研究 了 所 有 的 量 (速度 压力、 密度 等 ) 
都 连续 变化 的 流动 ， 然而， 这 些 量 的 分 布 发 生 间 断 的 琉 动 也 是 避 
气流 中 的 间断 发 上 生 在 一 个 或 几 个 面 上 , 穿 过 这 种 面 时 , 有 关 的 
量变 化 不 连续 , 这 样 的 面 称 为 间断 面 ， 在 非 定常 气流 中 ,间断 面 一 
般 是 不 固定 的 . 但 是 , 这 里 应 强调 指出 : 这 些 面 的 运动 速度 与 气流 
Q@ 例如 ,对 空气 (Y=1. 4 而 言 ,cy 一 0.913co P= 二 0,528pos Ps 一 0.6340o， 人 sa 
0.833T,. 
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本 身 的 速度 无 关 ， 运 动 的 气体 质点 可 以 穿 过 间断 面 . z 

间断 面 上 必须 满足 一 定 的 边界 条 件 . 为 了 用 公式 表示 这 些 条 
件 , 我们 考虑 一 个 面 元 , 并 取 坐 标 系 固定 在 面 元 上 ， 其 z 轴 指 网 面 
元 的 法 线 方 癌 了 出. 

首先 ,质量 通 量 必须 连续 ; 从 间断 面 一 侧 流 来 的 气体 质量 ， 必 
须 等 于 从 另 一 侧 流 走 的 质量 .通过 所 考虑 的 面 元 每 单位 面积 上 的 
质量 通 量 为 pv.， 于是, 一定 有 pioiz= papaz 这 里 ,下 标 1 和 2 写 
指 间断 面 的 两 侧 . . 

将 任意 一 个 量 加 上 方 括号 , 表示 间断 面 两 侧 这 个 量 之 差 , 例如 
[ov 三 pioiz 一 Daoaz 因而 刚才 所 导出 的 条 件 可 写成 


Lovzj=0. (81. 1) 
其 次 ,能 量 通 量 必须 连续 ， 能 量 通 量 由 (6. 3) 式 给 出 ， 因 此 得 

到 下列 条 件 : 
: [ova($o°tw)|=0. (81. 2) 


最 后 ,动量 通 景 必须 连续 , 即 间断 面 两 侧 气 体 相 互 作用 的 力 必 
须 相 等 . 每 单位 面积 的 动量 通 量 为 (参看 37) prst pvrvene, 法 问 
矢量 ni 沿 z 轴 . 所 以 动量 通 量 沿 z 轴 分 量 连 续 性 的 条 件 为 


[2 二 pvz] =0- (81. 3) 
而 /和 2 分 量 连 续 妆 的 条 件 为 
[pvzsvy =0, [cozzzj=0. (81. 4) 


方程 (81. 1) 一 (81. 分 构 成 间断 面 上 一 组 完整 的 边界 条 件 ， 由 
这 些 条 件 , 我 们 可 以 立即 推出 , 有 可 能 存在 两 种 类 型 的 间断 面 ， 

第 一 种 类 型 ， 没 有 质量 通 量 穿 过 间断 面 . 这 就 是 说 p121z 一 
pagbaz 一 0. 因为 pi 和 pz 不 为 零 ， 可 见 Viz 三 Vaz 一 (0. 因而 满足 条 件 
(81. 2) 和 (81. 4) ,而 条 件 (81. 3) 给 出 Pp 二 P2， 于 是 ,法 向 速度 分 量 


Q@ ”如 果 不 是 定常 流动 ,我 们 就 兆 虑 在 很 短 的 时 间 间 隔 内 的 这 个 面 元 . 
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和 气体 压力 在 间断 面 上 是 连续 的 : 
Viz = V2s = 0， [2]=0, (81. 5) 
而 萎 癌 速度 wz 和 密度 (以 及 除 压 力 以 外 的 其 它 热力 学 量 ) 都 是 
可 以 在 任意 值 处 间断 的 量 . 我 们 把 这 种 间断 称 为 切 向 间 晰 ， 
第 二 种 类 型 ,质量 通 量 不 为 零 , 所 以 ,v1: 和 zz 也 不 为 零 ， 因 
而 ,由 (81. 1) 和 (81. 4) 得 
[vj =0, [ys1=0, (81. 6) 
也 就 是 说 ,间断 面 上 的 切 向 速度 是 连续 和 的， 但 压力 、 密 诬 ( 和 其 它 
热力 学 最 ) 以 及 法 向 速度 都 是 间断 的 ， 其 间断 关系 为 (81. 也 一 
(81. 3). 在 条 件 (81. 2) 中, 我们 可 用 (81. 1) 消 去 yz 并 且 由 于 
和 vw; 是 连续 的 ,因而 可 用 v2 代 赫 其 中 的 v2， 于 是 ,在 这 种 情况 下 ， 
间断 面 上 必须 满足 下 列 条 件 : 
[pvz]=0, 
[二 + 2| =0, (81. 7) 
[p+ pvz1=0, 
这 种 间断 称 为 激 波 . 
现在 , 如 果 我 们 回 到 固定 坐标 系 , 则 必须 处 处 用 垂直 于 间断 面 
的 气体 速度 分 量 v; 与 闻 断 面 本 身 的 速度 % (定义 速度 垂直 于 间 
断面 ) 之 差 代 替 wz， 即 
2 一 0r 一 人 (81. 8) 
v 和 % 是 在 固定 坐标 系 中 的 速度 . wz 是 气体 相对 于 间断 面 的 速 度 . 
我 们 也 可 以 说 一 v= 一 v, 是 间断 面相 对 于 气体 的 传播 速度 ， 应 
当 注意 , 如 果 we 是 间断 的 ， 则 间断 面相 对 于 两 侧 气 体 的 传播 速度 
的 值 不 同 . 
我 们 (在 $ 30 中) 已 讨论 过 切 向 间断 面 , 在 这 种 间断 面 上 , 切 问 
速度 分 量 是 间断 的 .我 们 曾 指 出 ,在 不 可 压缩 流体 中 ,这 样 的 间 靳 
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面 是 绝对 不 稳定 的 ,结果 一 定 会 形成 湛 流 区 .对 于 可 压缩 流体 , 类 
似 的 研究 表明 ,在 任何 速度 下 , 会 出 现 同样 的 不 稳定 性 . 

切 向 间断 的 一 种 特殊 “退化 ”情形 是 速度 是 连续 的 , 但 密度 ( 因 
而 除 压 力 以 外 的 其 它 热力 学 量 ) 却 是 间断 的 ， 上 述 有 关 不 稳定 性 
的 论述 与 这 种 间断 无 关 . 


§82， 激 波 绝热 关系 式 

现在 来 详细 研究 激 波 . 我们 知道 ,对 于 这 种 类 型 的 间断 面 , 气 
体 速度 的 切 向 分 量 是 连续 的 ， 因 此 我 们 可 以 取 这 样 的 坐标 系 : 所 
考虑 的 面 元 在 该 坐标 系 中 是 静止 的 ， 且 激 波 两 侧 气 体 速度 的 切 向 
分 量 为 零 O. 于 是 ， 我 们 可 将 法 向 分 量 刀 简写 为 w， 并 将 条 件 
(81. 7) 写成 下 列 形式 : 


p191= p2V2= J, (82. 1) 
Pi+ p91 = pot p2av2, (82. 2) 
wi 十 志 0 =w+ 坟 人 9 (82. 3) 


式 中 ，j 代表 间断 面 上 的 质量 通 量 密度 ， 下 面 ， 我 们 总 把 j 取 为 
正 , 且 气流 由 1 侧 流向 2 侧 . 就 是 说 , 我们 把 沿 波 运动 所 进入 的 那 
一 便 气 体 称 为 气体 1, 而 把 留 在 激 波 后 的 气体 称 为 气体 2， 激 波 对 
着 气体 1 的 一 侧 称 为 激 波 前 沿 , 对 着 气体 2 的 一 侧 称 为 激 波 后 沿 . 
我 们 将 由 上 面 的 条 件 导 出 一 系列 关系 式 . 利用 比 容 7 =1/ pi， 
了 > 一 1/ p2, 由 (82. 1) 可 得 
: v) = IV V2 = JV,, (82. 4) 
将 上 式 代 入 (82.2)， 得 


@ 在 3$82 一 85,87,88 里 ,处 处 都 用 这 种 坐标 系 . 
静 正 激 波 称 为 压缩 间断 ， 者 激 波 牌 直 于 流动 方向 ， 就 称 为 正 激 波 ， 否则 称 为 人 
激 波 ， 
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P+ Vi= pst FV,, (82. 5) 
或 
9 = (ps— Pp1)/ (Vi—V,). (82. 6) 
这 个 公式 , 与 (82, 4) 一 起 ,把 激 波 传播 速度 与 间断 面 两 侧 气 体 的 压 
力 \、 密 度 联系 起 来 . 
因为 /是正 的 ,所 以 ,或 者 是 PsP,V Vs; 或 者 是 P<pi， 
P<F， 下 面 我 们 将 看 到 , 实际 只 能 出 现 前 一 种 情况 . 
我 们 应 注意 下 面 关于 速度 差 刀 一 2 的 有 用 公式 . 把 (82.6) 代 
入 一 92 二 J(V1 一 V2), 即 得 由 


Vi1— V2 一 ^/ (Pp 一 2 ) Cd: (82.7) 
其 次 , 可 以 把 (82. 3) 写 成 下 列 形式 : : 
wi + =wst jy, (82. 8) 
后 用 (82.6) 代 换 上 式 中 的 六 得 
wi—wat (Vi+V) (ps—p1) =0. (82. 9) 
如 果 用 十 pV 代 赫 迷 w, 这 里 “是 内 能 ,我 们 可 以 把 上 式 写 为 
Gi 一 2 十 地 (V1 一 a (Pi1+ Pz) = 0。 (82. 10) 


这 些 就 是 间断 面 两 侧 热 力学 量 之 间 的 关系 式 . 

当 pl 和 VV 给 定时 ， 方程 (82. 9) 或 (82. 10) 就 给 出 2 与 了 :之 
间 的 关系 .这 个 关系 式 称 为 激 波 绝 热 关 系 式 或 两 贡 尼 奥 绝 热 关系 
式 (W.J.M. 兰 金 ，1870，H. 南 页 尼 奥 ，1889)， 这 个 关系 式 可 用 
p~ 了 7 平面 上 的 图 形 ( 图 43) 通 过 给 定点 (p1, 了 V1) 的 曲线 表示 [ 当 pi = 
Pzy 六 二 V2 时 ,当然 也 有 1 二 ce2， 所 以 (82. 10) 总 是 满足 的 ]， 应 注 
意 ,; 除 (p57 了) 点 以 外 , 激 波 绝热 曲线 不 能 再 与 坚 直 线 了 = 大 相交 


个 这 里 取 正 的 平方 根 , 因为 一 定 有 六 一 e 二 0 这 在 以 后 (384) 就 会 知道 ， 
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因为 如 果 另 外 还 有 一 个 交点 ， 那 就 意味 着 对 应 于 同一 个 比 容 有 两 
个 不 同 的 压力 满足 (82, 10). 但 当 V, ==V 时 ,由 (82. 10) 也 有 el 一 es， 
而 当 比 容 和 能 量 都 相同 时 ， 压 力也 一 定 相同 。 所 以 直线 了 = 了 内 把 
激 波 绝热 曲线 分 成 两 部 分 。 每 一 部 分 完全 处 于 该 直线 的 一 侧 ， 同 
理 , 激 波 绝热 曲线 只 在 点 (ZJ) 上 与 水 平 直线 ?=2; 相交 ， 


plpa 





图 43 图 44 

设 sa” (图 44) 为 通过 作为 气体 1 状态 之 一 的 点 (p,，F) 的 激 
波 绝热 曲线 ， 在 aa” 上 取 任 一 点 (za，F) 它 也 代表 气体 1 的 一 种 
状态 , 并 通过 气体 1 的 状态 的 点 (7s, V3) 画 出 另 一 条 激 波 绝热 曲线 
bb'， 显然 (p1,V1) 这 一 对 值 也 满足 这 个 绝热 曲线 方程 ， 因 此 ,绝热 
曲线 aa’ 和 525' 在 (pi,V) 和 (ps, Vs) 两 点 相交 ， 必 须 强调 指出 , 这 
两 条 绝热 曲线 ， 是 不 象 通过 一 个 给 定点 的 泊 松 绝热 曲线 那样 彼此 
重合 的 ， 这 是 因为 激 波 绝热 方程 不 能 写成 1(7,V) = 常数 (这 里 了 
是 某 个 函数 ); 而 泊 松 绝热 方程 却 可 写成 s(7,V) = 常数 ， 对 于 一 
定 的 气体 , 泊 松 绝热 关系 组 成 单 参数 曲线 族 ; 而 激 波 绝热 曲线 由 初 
始 值 和 这 两 个 参数 确定 ， 于 是 也 就 有 下 述 重 要 结果 : 若 相继 
出 现 两 个 (或 更 多 个 ) 激 波 , 使 气体 从 状态 1 变 到 状态 2, 再 从 状态 
2 变 到 状态 3, 则 一 般 说 来 ， 要 通过 任何 单个 激 波 ,使 气体 从 状态 

1 转变 到 状态 3 是 不 可 能 的 . 
对 于 给 定 的 气体 初始 热力 学 状态 ( 即 给 定 7: 和 )), 激 波 由 一 
个 参数 唯一 确定 ， 例 如 ,车 给 定 激 波 后 的 压力 22， 则 了 由 雨 贡 尼 
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奥 关 系 式 确 定 ,于 是 由 公式 (82. 4) 和 (82. 6), 即 可 给 出 通 量 密度 ; 
和 速度 及 v。， 但 应 指出 ,在 这 里 所 考虑 的 是 这 种 坐标 系 中 的 激 
波 : 在 此 坐标 系 中 , 气体 运动 与 激 波 面 垂直 ， 如 果 激 波 相 对 于 流动 
方向 是 倾斜 的 , 则 还 需要 另 一 个 参数 , 例如 沿 激 波 面 切 向 速度 分 量 
的 值 . 

可 以 指出 下 列 一 种 用 图 解释 公式 (82. 6) 的 方便 方法 ， 如 果 将 
激 小 绝热 曲线 上 的 点 (pyFy 与 曲线 上 另外 任意 一 点 (?a， ) 用 一 
根 弥 相连 (图 43)， 则 (ps 一 90) /Vs 一 WV) = 一 产 恰 好 是 这 根 弦 相 
对 于 模 坐 标 轴 的 斜率 ， 于 是 ，j 由 激 波 绝热 曲线 上 的 每 一 点 与 点 
(pu 所 连 成 的 弦 的 斜率 所 确定 ， 激 波 速度 是 随 之 而 定 . 

与 其 它 热力 学 量 一 样 ， 坑 在 激 波 上 是 间断 的 .根据 箭 增加 定 
律 ,在 运动 过 程 中 ， 气 体 的 焕 只 能 增加 ， 因 而 气体 在 穿 过 激 波 后 ， 
它 的 ss 必定 超过 初始 粮 s1, 即 

| : sss1. (82. 11) 
下 面 将 会 看 到 ， 这 个 条 件 对 激 波 中 各 个 量 的 变化 情形 起 很 重要 的 
制约 作用 . / 

应 当 强 调 说 明 以 下 事实 ; 在 可 以 把 整个 空间 都 看 作 是 理想 流 
体 运 动 ( 粘 性 系数 和 热 导 率 为 零 ) 的 那些 流动 中 ， 激 波 的 存在 导致 
粮 的 增加 ， 滴 的 增加 意味 着 运动 是 不 可 逆 的 ， 即 能 量 有 耗 散 .。 因 
此 ,间断 面 是 理想 流体 运动 中 能 量 耗 散 的 一 种 结构 。 由 此 可 见 , 当 
物体 在 理想 流体 中 以 这 种 方式 运动 而 引起 激 波 时 ， 就 不 再 出 现 达 
朗 伯 伴 雇 (§ 11) ,而 是 存在 阻力 . 

当然 ， 语 波 中 炳 增加 的 真正 机 制 是 由 于 在 很 薄 的 实际 激 波 层 
中 出 现 耗 散 过 程 (参看 $ 87)， 但 要 注意 ， 耗 散 量 完全 由 用 于 激 波 
层 两 侧 的 质量 .能量 和 动量 守恒 律 确定 ; 激 波 层 的 厚度 正好 可 以 给 
出 这 些 守恒 律 所 要 求 的 灼 增加 . 

激 波 中 信 的 增加 , 对 运动 还 有 另 一 个 重要 影响 ,就 是 说 ， 即 使 


。 TI00， 





激 波 前 面 是 势 流 , 激 波 后 面 一 般 也 是 有 旋 的 ， 我 们 将 在 $106 中 重 
新 讨论 这 个 问 题 ， : 


有. 境 激 波 

现在 来 考虑 每 个 量 的 间断 值 都 很 小 的 这 种 激 波 ， 我 们 称 之 为 
弱 激 波 ， 将 关系 式 (82. 9) 变换 一 下 形式 ， 即 按 小 的 差 值 s* 一 sy 和 
7 一 Pi 的 知 次 展开 ， 我 们 将 看 到 ，7s 一 1 的 一 阶 和 二 阶 项 可 以 消 
去 ,因此 ,对 于 ps 一 Pi 而 言 ， 这 个 展开 式 必须 精确 到 三 阶 项 ， 而 对 
于 8 一 si 而 言 ,在 这 个 展开 式 中 只 须 保留 一 阶 项 ， 因 而 有 


Ww = (各 ) (ss 一 s1) 十 (多 下) (ps— 21) 


了 2 1/9w _ ,Ns 
+3(84) (D2 一 D1) “十 6 全) (Ps ?1 , 


由 热力 学 恒等式 4w==THs 十 Vd, 我 们 有 导数 
dwN 9w\ 
(x = 
于 是 


ws—wWi=T(ss— 51) + Vi (ps— 7P1) 


十 于 (3 ) (01-7) + (Fr) (ps— Pp1),. 
比 容 了 只 需 对 7 一 71 展开 , 因为 方程 (82. 9) 的 第 二 项 已 经 包含 小 
的 差 值 了: 一 P21 而 对 于 ss 一 si 的 展开 式 ， 会 出 现 (ss 一 51) (Ps 一 P21) 
形式 的 不 重要 的 项 ， 所 以 
V,—V= (多 -) (ps 一 Pi ) 二 到 (3 (ps— Pp1)™, 
把 这 个 展开 式 代 入 (82. 9) 得 


a 3 83.1 
G2 一 1 T 5 万 (0) (Ps— 21). (83. 1) 


因而 相对 于 压力 间断 来 说 , 弱 沿 波 中 焕 的 间断 是 二 阶 小 量 . 


* I01 





在 已 经 研究 过 的 所 有 情况 下 ,压缩 系数 一 (9V/37)。, 都 是 随 不 
力 的 增加 而 减 小 的 ， 即 二 阶 时 数 


(7) >0. z (83, 2) 


但 应 强调 指出 : 这 不 是 热力 学 关系 式 , 而且 不 能 以 热力 学 为 依据 而 
导出 , 所 以 , 原则 上 , 这 个 导数 为 负 值 也 许 是 可 能 的 . 后 面 将 不 只 一 


I 


我 们 假设 它 是正 数 @. 

在 pV 平面 上 通过 点 1(p1, V1) 画 出 两 条 曲线 : 激 波 绝热 曲线 
和 泊 松 绝热 曲线 ， 泊 松 绝热 曲线 方程 为 一 s, 二 0. 把 它 与 激 波 绝 
热 方程 (83. 1) 在 点 1 邻近 进行 比较 , 可 以 看 出 ,这 两 条 曲线 在 这 点 
是 二 阶 相 切 的 ， 即 它们 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 都 相等 ， 为 了 决定 
”这 两 条 曲线 在 点 1 邻近 的 相对 位 置 ， 我 们 利用 以 下 事实 ; 根据 
(83. 1) 和 (83. 2), 在 激 波 绝热 曲线 上 ,车 pz 二 pb 必定 有 ss 之 si 而 
在 泊 松 绝热 曲线 上 , 则 有 sz 一 si=0. 所 以 , 如果 两 曲线 上 的 点 的 纵 
坐标 ps 相等， 则 激 波 绝热 曲线 上 的 点 的 横 坐 标 一 定 大 于 泊 松 绝热 
曲线 上 的 点 的 横 坐 标 ， 这 一 结论 可 由 下 述 事实 立即 得 出 ， 即 按照 


熟知 的 热力 学 公式 
(> -元 (六 ) 


可 知 : 对 于 受热 膨胀 即 (3V /97T)y 为 正 的 所 有 物质 而 言 ， 在 定 压 情 
况 下 , 粹 随 比 容 的 增加 而 增加 . 仿 此 可 以 推 知 ,着 7: 二 Pi， 则 泊 松 
绝热 曲线 上 点 的 横 坐 标 大 于 激 波 绝热 曲线 上 相应 点 的 横 坐 标 . 因 
而 在 切 点 邻近 , 这 两 条 曲线 的 相对 位 置 如 图 45 所 示 (HH 是 激流 


@ ”对 于 理想 气体 , 则 





3 ) _? 十 1 7 
3p y? pn” 
求 取 这 个 式 子 的 最 简单 方法 ,是 对 范 松 绝热 方程 p77 二 常数 进行 微分 。 
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绝热 曲线 , PP' 是 忽 松 绝热 曲线 ) 中 , 由 (83. 2) 可 prr 
知 ， 这 两 条 曲线 都 是 上 加 的 . 
如 果 ?一 Zi 和 了 7 一 Vi 都 小 ,在 一 级 近似 下 ， 


公式 (82.6) 可 写成 六 二 一 (37/9V)。( 我 们 取 等 i 
精 况 下 的 导数 ,因为 在 点 1 处 ,这 两 条 绝热 曲 
线 的 切线 重合 )。 在 同样 的 近似 程度 内 ， 速 度 2 
V1 和 wv 相等: 图 45 


ner) /EE). 

这 正好 是 声速 c。， 因 而 在 一 级 近似 下 ， 弱 激 波 的 传播 速度 就 是 
声速 

2 一 C。 (83. 3) 

根据 上 面 所 得 到 的 邻近 点 1 的 激 波 绝热 曲线 的 性 质 ， 可 以 推 

出 一 些 重要 的 结果 .因为 在 激 波 中 ,一 定 有 5: 二 s1, 由 此 得 出 7 二 

P13 即 点 2(p2,V) 一 定位 于 点 1 的 上 面 . 此 外 ， 因 为 强 12 的 斜率 

大 于 点 1 处 绝热 曲线 切线 的 斜率 (图 43), 而 该 切线 的 斜率 等 于 导 


数 (于 ) ， 因 而 有 


9P 
j? 9p 
> 一 ( 汪 )， 
将 此 不 等 式 的 两 边 同 乘 以 了 我 们 得 
人 


这 里 ci 是 对 应 于 点 1 处 的 声速 . 所 以 v1>c1， 最 后 ,由 于 续 12 的 
斜率 小 于 点 2 处 切线 的 斜率 ,， 按 同样 的 方法 可 以 求 得 wm<cz@. 


rr 


@ 车 (92/127): 是 负 的 , 则 相对 位 置 相反 . 
全 按 同 样 的 方法 不 难 证 明 : 若 导数 { 555- ) 为 负 ， 则 对 弱 激 波 而 言 ，s>s: 的 


条 件 包含 ps<<p'y 而 速 庶 仍 注 是 己 二 cb ba< ca 
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§ 84， 激 疲 中 诸 物 理 量变 化 的 方向 


根据 # 83 的 结果 ， 如 果 设 导数 (3 下 ) 为 正 ， 则 可 以 很 简单 地 
证 明 : 对 弱 激 波 而 音 , 炳 增加 的 条 件 (5 之 si) 必然 是 指 


P2>P1, (84. 1) 
J Vs< Cs. (84. 2) 
由 有 关 (82. 6) 所 作 的 说 明 可 知 , 若 p92 二 71, 则 
Vi>V,, (84. 3) 
又 因为 
故 还 有 
V1 >Ve. (84. 4) 


我 们 现在 来 证 明 , 这 些 不 等 式 对 任意 强度 的 激 波 , 实际 上 都 是 
成 立 的 | 仍 设 (于 2 ) 为 正 | 因此 ， 可 得 出 具体 结论 ; 气体 穿 过 激 波 


时 受到 压缩 ,压力 和 密度 增加 (E. 儒 盖 特 ,1904,G. 曾 普 伦 , 1905) 中 . 
从 图 上 看 ,这 意味 着 激 波 绝热 曲线 只 有 上 半分 支 (点 1 上方) 才 有 
实际 意义 ; 而 对 应 于 下 半分 支 各 点 的 激 波 是 不 能 存在 的 .我 们 还 
可 指出 , 由 不 等 式 (84. 2) 可 以 得 出 下 面 的 重要 结果 ， 因 为 激 波 相 
对 于 它 前 面 的 气体 以 速度 思 盖 c, 运动 ,所 以 很 明显 ,由 激 波 发 出 的 
扰动 决 不 可 能 进入 到 气体 1 中 去 . 换 名 话说, 激 波 的 存在 ,对 它 前 
面 的 气体 状态 没有 影响 . 

现在 我 们 来 证 明 这 些 论断 ， 先 从 预备 性 的 计算 开始 . 我 们 将 





个 ”如 果 我 们 把 坐标 系 变换 一 下 ， 使 气体 ] (在 激流 前 面 ) 在 该 坐标 系 中 是 静止 
的 ,而 激 波 是 运动 的 ， 则 不 等 式 v1 之 v， i AB a ede di Big 
方 问 运动 (速度 为 4 一 V4), 


sl104? 
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关系 式 (82. 5) 和 (82. 8) 对 属于 气体 2 的 各 量 进行 微分 ,而 假设 气 
体 1 的 状态 不 变 ， 这 意味 着 把 p1,V， 和 ww 当 作 常数 ,而 对 pay Fa， 
ws 以 及 j( 它 依赖 于 Pa 和 P) 微 分 ， 由 (82. 5) 得 

Va) = dp t+ IAV, + Vd(I’), 


或 | 
dpa t+ fraV = (Vi— V2) dj)’). (84. 5) 
而 由 (82. 8) 得 
dst VsdV a= 3 VE Va), 
或 将 微分 dw 展开 ,得 


Td s,s 十 V .dp, 十 7272C7， 一 (Vi V2 )d (I). 


把 这 个 方程 代入 (84. 5) ,我 们 得 
Tudss=s(V iV dD). (84. 6) 


由 此 可 见 





LI) 、0， (84.7) 
ds, 
即 产 随 ss 的 增加 而 增加 ， 图 46 


现在 证 明 激 波 绝热 曲线 上 不 可 能 有 这 样 的 点 ,在 这 点 上 ， 该 曲 

线 与 由 点 1 画 出 的 任 一 直线 相 切 (和 如 图 46 中 的 点 0). 因为 在 这 样 的 

点 上 ;由 点 1 作出 的 续 的 斜率 为 一 极 小 值 ,因而 广 就 有 对 应 的 极 大 

值 , 所 以 4(J”) /dps = 二 0. 由 (84.6) 可 知 ,在 这 种 情况 下 ;也 有 48z/dp。 

Wee oV, oV,， 

一 0. 再 将 微分 UV 的 表达 式 a= ($2) pst (Se ps 以 及 由 
(84.6) 给 出 的 ds, 代入 (84.5), 并 除 以 dj, 就 得 到 

2 /9V. i (VimV) /oVs\) dd 

1+) ($55).= (V1 人 

。 7I07， 








由 此 可 见 ,车 4(7*) /dps=0, 则 必定 有 
2 
Ly 3) = 0 
即 vb。 二 cs; 反之, 若 22 一 02 可 得 人 全 > =00%, 


于 是 由 z 
da(I°) /dps=0, ds2/dp:=0,v2= cs (84. 8) 
这 三 个 方程 中 的 每 一 个 都 可 导出 其 它 两 个 ;并且 在 (图 46) 点 O 上 ， 


这 三 个 方程 都 成 立 ， 最 后 , 我们 求 得 
v2. 
" (> 六 C2 
人 _ CE 
CDPs cs) 9pi /s,s 


由 于 假设 (9%V /392°"), 为 正 ,所 以 ,在 点 OO 上 有 
d(V2/c2) 一 
0 (84. 9) 


在 上 后 0 的 导数 为 








现在 容易 证 明 : 激 波 绝热 曲线 上 不 可 能 存在 这 样 的 点 0 , 因为 
在 点 1 上 方 邻近 的 那些 点 上 ，za/cs<1( 参 看 8 83 末 )， 所 以 方程 
oa/cs=1 只 有 在 wa/ es 有 一 增 量 时 才能 满足 ;也 就 是 说 ,在 点 0 处， 
必须 有 z(za/ ca)/dma >>0, 然而 , 按 (84. 9)， 却 正好 与 此 相反 ， 用 完 
全 类 做 的 方法 ， 我 们 可 以 证 明 ， 在 激 波 绝热 曲线 上 点 1 的 下 方 ， 
ua/ cs 也 不 可 能 变 得 等 于 1. 

刚才 证 明了 不 可 能 存在 像 0 这样 的 点 ,所 此 ,我 们 可 以 由 激 波 
绝热 曲线 图 立即 推 知 ,由 点 CD) 到 点 2(ps ya) ,这 根 弦 的 斜率 
随 着 曲线 上 点 的 上 移 而 减 小 ， 而 关 相 应 地 增 大 ， 由 激 波 绝 热 曲线 
的 这 一 性 质 以 及 不 等 式 (84.7)， 立 即 知道 必要 条 件 ss>s! 也 包含 


外 方 括号 内 表达 式 为 零 这 种 仅仅 偶然 的 可 能 性 勿 需 考 虑 ， 
“TI06。 
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1 一念 !， 
还 容易 看 出 , 在 激 波 绝 热 曲 线 的 上 段 ,不 等 式 te< co oni>>ci 成 
立 ， 第 一 个 不 等 式 可 由 以 下 事实 直接 求 得 ， 即 在 点 1 邻近 它 是 
芯 的 ,而 比值 v3/cs 又 决 不 可 能 变 得 等 于 1， 第 二 个 不 等 式 是 由 以 
下 事实 求 得 的 , 即 从 点 工 到 位 于 点 工 之 上 的 点 2 的 所 有 弦 , 都 比 点 
1 处 绝热 曲线 的 切线 更 陡 , 因为 这 曲线 不 可 能 有 像 图 46 所 示 的 那 
种 形状 

所 以 ,条 件 ss! 和 三 个 不 等 式 (84. 1), (84. 2) 在 激 波 绝热 曲 

线 的 上 段 全 都 得 到 满足 ， 但 在 下 段 ,这 些 条 件 一 个 也 不 成 立 .所 以 
它们 彼此 是 等 价 的 , 因而 ， 如 果 其 中 一 个 得 到 满足 ， 则 其 它 几 个 全 
都 满足 . 
在 上 面 的 讨论 过 程 中 , 我 们 处 处 假定 导数 (3?7 /3p2) , 为 正 . 如 
果 这 个 导数 可 以 改变 符号 , 则 由 ss 这 一 必要 条 件 , 就 不 再 能 得 
出 有 关 其 它 各 个 量 的 不 等 式 的 普遍 结论 ， 然 而 , 重要 的 是 ,关于 速 
度 的 不 等 式 (84.2) 可 由 完全 不 同 的 论证 而 得 到 ;这 就 表明 , 不 满足 
这 些 不 等 式 的 激 波 是 不 可 能 存在 的 ， 即 使 由 上 述 纯 热力 学 的 论证 
并 不 能 否定 这 种 激 波 的 存在 . 

为 此 ， 我 们 还 必须 过 论 激 波 的 稳定 性 问题 设 处 于 静止 的 激 
波 ( 比 如 说 ) 在 乖 直 于 自身 平面 的 方向 发 生 无 穷 小 的 位 移 、 可 以 证 
明 , 这 一 位 移 的 结果 , 是 激 波 沿 某 一 方向 不 断 加 速 . 很 清楚 , 这 显示 
了 这 种 波 的 绝对 不 稳定 性 ,因而 它 是 不 可 能 存在 的 . 

激 波 的 位 移 伴随 着 间断 面 两 侧 气 体 压力 、 速 度 等 的 无 穷 小 扰 
动 ， 然 后 , 激 波 附近 的 这 些 扰动 以 (相对 于 气体 的 ) 声速 由 激 波 处 
向 外 传播 ; 但 这 不 适用 于 焙 的 扰动 , 灶 只 能 随 气 体 本 身 一 起 传播 
因此 ,所 讨论 的 这 种 类 型 的 任意 扰动 ,可 认为 是 由 激 波 两 侧 气 体 1 
和 2 中 传播 的 共 干 声 尝 扰动 和 一 个 灼 扰动 所 组 成 ; 后 者 随 气体 


-起 移动 ， 显 然 只 能 在 激 波 后 面 的 气体 2 中 出 现 ， 在 每 一 个 声音 
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扰动 中 ， 各 个 量 的 改变 都 是 由 从 运动 方程 求 得 的 一 定 公式 联系 着 
( 像 在 任何 声波 中 那样 ,8$ 63) ， 因 此 , 任何 这 样 的 扰动 只 由 一 个 参 
数 确定 . : 

现在 来 计算 可 能 的 声音 扰动 的 数目 .这 个 数目 取决 于 气体 束 
度 wzs 和 声速 cl，es 的 相对 大 小 .我 们 取 气 体 运动 的 方向 (从 1 
到 2) 作 为 z 轴 的 正 向 ， 相 对 于 驻 激 波 而 言 , 气体 1 中 的 扰动 传播 
的 速度 为 如 三 V1 土 c1, 作 在 气体 2 中 为 WW 二 Vs 十 0，. 因为 这 些 扰动 
必须 由 激 波 处 向 外 传播 ,由 此 可 得 二 0, ws 二 0., 

设 v1 中 过 cz 则 二 V1 士 c1 这 两 个 值 显然 都 是 正 的 ,而 w 
的 两 个 值 中 只 有 vs 十 cs 是正 的 .这 表明 ， 我 们 所 研究 的 声音 扰动 
在 气体 1 中 不 能 存在 ; 而 在 气体 2 中 只 能 有 一 个 , 它 相 对 于 气体 以 
速度 cs 传播 ， 在 其 它 情况 下 , 计算 方法 是 类 似 的 . 

其 结果 表示 在 图 47 中 ,图 中 yk 








z ne 
每 个 简 头 对 应 于 一 个 声音 扰动 ， | 
它 相 对 于 气体 沿 箭 头 所 未 的 方向 
传播 ， 如 上 所 述 , 每 个 声音 扰动 ， @ 

各 由 一 个 参数 确定 , 此 外 , 在 所 有 es 
这 由 种 情况 下 ， 还 有 另外 两 个 参 a 
® © 








数 ， 一 个 参数 确定 在 气体 2 中 传 
播 的 炉 的 扰动 ， 一 个 参数 确定 激 图 47 汪汪 
波 的 位 移 ， 图 47 中 四 种 情况 的 每 一 种 ， 各 以 圆圈 中 的 数字 表示 
这 样 得 到 的 参数 的 总 数 上 月 ， 这 些 参数 确定 了 由 激 波 位 移 所 引起 的 
任意 扰动 . 

扰动 在 间断 面 上 所 必须 满足 的 边界 条 件 有 三 个 (质量 通 量 、 能 
量 通 量 和 动量 通 量 的 连续 性 ). 求解 稳定 性 问题 是 用 下 述 办 法 实现 
的 ,即将 数 波 的 位 移 (因而 其 余 各 量 的 扰动 也 都 这 样 ) 写成 正比 于 
e?! 的 形式 ， 而 用 边界 条 件 确定 只 可 能 的 值 ; 如 的 正 实数 值 的 存 
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在 , 表明 绝对 不 稳定 性 。 图 47 中 所 示 的 各 种 情况 , 除 第 一 种 情况 
以 外 ， 已 有 的 参数 数目 全 都 超过 了 间断 面 上 边界 条 件 所 给 定 的 方 
程 的 数目 ， 因 此 , 在 这 些 情况 下 , 边界 条 件 允 许 Q 取 任何 值 (因而 
可 取 任 何 正 值 ), 所 以 激 波 是 绝对 不 稳定 的 ， 但 在 1 汪 01,v: 达 cs 的 
情况 下 , 参数 的 数目 正好 等 于 方程 的 数目 ,因而 这 些 方程 给 出 确定 
的 只 值 . 很 明显 ,毋须 写 出 这 些 方程 就 可 知道 这 个 值 一 定 是 Q=0， 
因为 这 个 问题 中 根本 不 会 含有 量 纲 为 [ 秒 ]-' 的 参数 ， 这 种 参数 可 
以 确定 为 非 零 值 , 但 不 是 任意 的 值 ， 所 以 ,在 这 种 情况 下 , 不 存 
在 这 样 的 不 稳定 性 , 

由 此 可 见 ， 不 管 气体 的 热力 学 性 质 如 何 ， 激 波 速度 的 不 等 式 
(84. 2) 对 于 激 波 的 存在 是 必要 的 . 

为 了 决定 满足 条 件 (84. 2) 的 激 波 的 稳定 性 , 我们 还 必须 研究 
其 它 可 能 类 型 的 不 稳定 性 ， 其 中 之 一 是 研究 在 § 30 中 所 讨论 的 那 
种 类 型 扰动 的 不 稳定 性 (其 特征 是 在 平行 于 间断 面 方向 具有 周期 
性 , 并 在 间断 面 上 形成 “皱纹 ”)， 在 这 里 ,我 们 将 不 进行 这 种 计算 ， 
而 只 是 说 明 ,对 于 这 种 类 型 的 扰动 , 激 波 几乎 总 是 稳定 的 ， 不 稳定 
性 只 能 在 某 种 形状 非常 特别 的 激 波 绝热 曲线 情况 下 出 现 ， 看 来 ， 
这 种 情况 在 自然 界 中 几乎 是 从 不 存在 的 ; 它们 全 都 要 求 导数 
(学 ) 的 符号 可 变 @ 

就 激 波 分 裂 成 两 个 或 两 个 以 上 的 间断 面 这 一 点 来 说 ,原则 上 ， 
激 波 也 可 能 是 不 稳定 的 ， 这 个 问题 尚 术 进 行 适当 的 研究 ;不 过 ,这 
种 不 稳定 性 ， 可 能 也 只 在 某 些 形状 非常 特别 的 激 波 绝热 曲线 情况 
下 出 现 . 


四 参 直 C.I.PARKOB, KK. 9. T. $., 27, 288,1954; B. M.Konroposan, 
, 9, T. $. 83,1525,1957; Soviet Fhysics, JETP, 6(33),1179,1958. 
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$ 85。， 理想 气 体 中 的 激 波 
我 们 把 前 面 几 节 求 得 的 普遍 关系 式 用 于 理想 气体 中 的 激 波 ， 
理想 气体 的 焰 由 简单 公式 w=7PV/(7 一 DD 给 出 . 把 此 式 代 入 
(82.9) ,经 过 简单 换算 后 , 可 得 


V2 _ (y+ 二 +1)npi+ (7—1)9p: 85. 1 
FCI pT Cy Tip, 人 


利用 这 个 公式 ,可 以 由 pu pz 这 四 个 量 中 的 任意 三 个 量 确定 
另外 一 个 量 ,比率 V/V 是 比率 pz/2: 的 单调 递减 国 数 ， 趋向 于 有 
限 的 极限 (7 一 了)/ (7 十 1), 图 48 是 Pi, 了 Vi 给 定时 , Ps 随 V 变化 的 曲 
线 ( 激 波 绝热 曲线 ). 这 是 一 支 直角 双 曲 线 , 它 以 Va/V ==(y 一 D/(Y 
十 1), pz/P! 二 一 CY 一 1) /(y 十 1) 为 浙 近 线 ， 我 们 知道 ,只 有 曲线 的 
上 上段, 即 点 V/V = Pps/p1==1 以 上 部 分 才 有 实际 意义 ;在 图 48 中 (7 
=1.4)， 这 上 段 用 实 线 表 示 . 


pa/p, 





天 于 间断 面 两 侧 的 温度 比 ， 由 理想 气体 的 状态 方程 7s/ 和 一 


PsVs/ PiV ij, 求 得 | 
* IO? 





Ts,_ Ps (V+ DP (yp (85 2) 
TT p(y—Dn+t y+ Dp | 


由 (82. 6) 和 (85. 1) ,可 求 得 通 量 密度 7 为 
二 pt A (85. 3) 


因而 激 波 相对 于 其 前 后 气体 的 传播 速度 分 别 为 


= Dp+t (y+1)p2] 
(85. 4) 

Vi [Cr+1l)pt+ (ym—1)p] 

3 CI) pt Ti pe 


现在 可 以 推导 很 强 激 波 的 极限 结果 ， 这 时 2 远大 于 Pd， 由 
(85.1) 和 (85. 2) ,得 
V2»_pi_r-1 TT 7 一 1 .2 (85. 5) 


Vi p2 ?二 1” 人 也 ?十 1 2 

比值 72/7T, 随 px/ Pi 一 起 增 至 无 穷 大 , 也 就 是 说 ,， 激 波 中 的 温度 间 
断 与 压力 间断 类 似 , 可 达 任 意 大 的 值 ， 但 密度 比 趋向 于 党 数 极限 ; 
例如 , 对 单 原 子 气 体 , 这 个 极限 是 ps 二 4pi， 而 对 双 原 子 气体 ，P2= 
6p1， 强 激 波 的 传播 速度 为 


_ /wv+l _ /GO—D’ (85. 6) 
oo/ 5 PeV V2 2(7+1)- Pp2V 1, : 


它们 按 与 压力 p: 平 方 根 成 正比 的 规律 而 增 大 . 

最 后 ,我 们 给 出 几 个 有 用 的 公式 ,这些 公 式 用 马赫 数 Mi 二 v1/ 
ci 表示 激 波 两 侧 密度 、 压 力 和 温度 的 比值 ， 由 前 面 的 结果 不 难 求 
得 这 些 公 式 : 











ps_ 2 (十 DMI 85 
pr v2 (? 一 DMI 十 2 4 
p> 2 2 ?一 | ， 
生生 ?十 1 


命 不 仅 要 求 p: 交 pi, 而 且 要 求 P: 沁 (7 十 DPi/(Y 一 了 D。 
e 11i1* 





:_ [27MI 一 (? 一 DT 一 DMI 十 2] (85.9) 


元 (? 二 12M 
马赫 数 Ms 可 用 马赫 数 Mi 表示 为 
MD (85. 10) 
问 题 
问题 !， 试 推导 公式 
2102 一 CA9 


其 中 cy 是 临界 速度 . 
解 : 因为 ww 十 二? 在 激 波 上 是 韦 续 的 , 所 以 可 用 公式 


Pi 工 2 yp 了 pn | cs 
DD 
来 定义 临界 速度 ,该 临界 速度 对 气体 1 和 2 是 相同 的 ， 参 看 (80.7)， 由 上 式 


定 出 pz/ Pz 和 82/p 并 代 人 





I 
Pv PiD1 


( 比 式 由 (82,1) 和 (82.2) 联 立 求 得 ), 我 们 得 
?十 1 cxk\ 
27 (91—»,) (1 A)=0. 
因为 如 半 v2, 故 上 式 给 出 所 要 求 的 关系 式 ， 
问题 2、 设 在 变 比 热 理想 气体 的 则 斯 面 上 ， 已 知 温 度 iT 试 求 pz/ ?Pi 
的 比值 


解 : 在 变 比 热 理想 气体 的 一 般 情 况 下 ， 我 们 只 能 说 , w (和 一样) 只 是 
温度 的 函数 ， 而 9,V 和 人 由 状态 方程 pV = BRT/ 相 联 系 ， 解 方程 (82.9) 求 


2p2/ 1 得 








Bi nd 
9 RT 2) 一 一 57 


AM (一 好 1) 全 一 全 | 22, 
+H- + 
其 中 , 2 一 = 人 (7 ), w= (TT,). 

问题 3， 设 理想 气体 中 , 有 -- 平 面 声波 与 一 激 波 正面 相遇 , 试 确定 通过 洲 
“L122 





疲 透 射 的 声音 的 强度 (六. H. 布 党 欣 采 夫 , 1945) 9. 

解 : 因为 激 波 相 对 于 它 前 面 的 气体 以 超声 速 传播 , 所 以 不 会 有 声波 从 激 
波 上 反射 出 来 ， 在 间断 面 后 面 的 气体 2 中 . 人 并 
且 还 有 ( 定 压 下 ) 的 扰动 随 运动 气体 本 身 一 起 传播 

我 们 来 取 这 样 的 坐标 系 来 研究 这 个 过 程 : 在 这 坐标 系 中 , 激 波 是 静止 的 ， 
而 气体 沿 + 轴 的 正 向 穿 过 茹 波 , 人 射 声波 也 沿 着 这 个 方向 传播 ， 间 斯 面 两 侧 
的 扰动 ， 由 变更 边界 条 件 (82.1) 一 (82.3) 所 得 的 条 件 互相 联系 . 由 于 声音 
动 的 结果 , 激 波 也 开始 振动 ; 我 们 用 6u 表示 激 波 的 振动 速度 ， 于 是 边界 条 件 
中 速度 v1, 2， 的 改变 必须 写成 6o; 一 602, 6p: 一 62. 所 以 有 9 

W106p1+ pi(691—6u) =v.06 ps:+ pi (6v,— 0%), 
6p1+vidp1+2pivi (6v1—6u) 
=082+ v0 ps 2 pv2 (060, —6u), 

Owitvi 6901— 6 =6w;,+v 60, — 6u). 
在 入 射 声波 中 , 有 > 


6s， 一 (0， 69 = 一 人 3 dp 


6w 一 
cip1” | pi 


介质 2 中 的 扰动 由 声波 和 "“ 坑 波 " 组 成 , 我 们 分 别 用 一 一 后 和 两 搬 来 表示 这 两 个 
扰动 : 


Bsi=0, bv'~e6p0 OP: , Sw,=d7:, 
ps czp2” Da 
28 评 
6p1=0, 6v1=0, 6 一 人 6s3 一 一 一 22<A2 
ps 3 VY» >» ws 2082 psy—1)? 


(理想 气体 的 (3s/32p) p= 一 cs/p). 
这 些 关系 式 使 我 们 能 够 用 入 射 波 中 的 各 个 量 来 表示 透射 波 中 相应 的 最。 
于 是 求 得 声波 中 压力 比 为 
6p7 Mt1 2(0? 一 DMIM3SCOM 一 TD 一 (MI 十 DC 一 DM3 二 2 
6Zi M,，, 十 1 2 一 1)M3COMi 一 1) 一 (M: 十 DL(y—1)Mi 十 2] 
若是 弦 激 波 (2, 一 P11 二 p1), 则 得 
6 sn 十 1 22 1 
~ 1 Oe 


@ 任意 介质 中 , 声音 余 射 到 激流 上 这 样 更 普遍 问题 的 解法 ,可 参看 3. M. Kom- 
ToDoBHY; R83, T. ®.， 383, 1527, 1957; Soviet Physics BITP，6(33)，1180， 
1958， 

名 这 里 我 们 用 4 表示 量 的 可 变 部 分 , 而 不 像 通 常 那 样 用 一 抠 . 

ss 了 了 了 3。 





而 在 相反 的 强 激 波 的 极限 情况 下 , 则 有 
dv 1 2 
6p ?十 WV2?(? 一 D) 2 


在 这 两 种 情况 下 ,透射 波 中 压力 的 幅度 都 大 于 入 射 波 中 压力 的 幅度 , 


$86， 儒 激 波 

我 们 来 研究 定常 激 波 , 并 放弃 迄今 所 沿用 的 坐标 系 ,以 前 的 情 
形 是 气体 速度 至 直 于 所 讨论 的 激 波 面 元 ， 现 在 ， 流 线 可 以 与 该 激 
波 面 以 任意 角度 相交 @; 并 且 ， 相交 以 后 , 流 线 发 生 “ 折 射 ": 气体 速 
度 的 切 向 分 量 不 变 ,而 根据 (84. 4) ,法 向 分 量 是 减 小 的 , 即 

Vi 一 02t Din > Von 

因此 , 穿 过 激 波 以 后 , 流 线 显然 是 向 激 波 “ 靠 扰 ” 的 (参看 图 49). 于 
是 , 穿 过 激 波 时 , 流 线 总 是 沿 一 定 的 方向 折射 . 

激 波 后 面 的 运动 ， 既 可 以 是 超声 速 的 , 也 可 以 是 亚 声速 的 (只 
是 法 向 速度 分 量 必须 低 于 声速 c: ); 激 波 前 面 的 运动 必须 是 超声 
速 的 ， 若 激 波 两 侧 的 气流 都 是 超声 速 的 ， 则 每 一 种 扰动 都 必定 沿 
气体 速度 切 向 分 量 的 方向 顺 着 激 波 面 传播 ， 在 这 种 意义 上 ， 我 们 
可 以 谈论 激 波 的 “方向 ?并 可 以 区 别 从 某 点 发 出 的 激 波 与 到 达 某 点 
的 激 波 ( 像 我 们 对 特征 线 所 做 的 那样 , 因为 特征 线 附 近 的 运动 总 是 
超声 速 的 ; 参看 $ 79)， 若 激 波 后 面 的 运动 是 亚 声速 的 ， 则 严格 地 
说 ， 谈 论 激 波 的 “方向 "就 没有 意 | 
义 了 ， 因 为 扰动 可 以 在 其 表面 上 
沿 所 有 方向 传播 . 

现在 来 推导 气体 穿 过 斜 激 波 
以 后 两 个 速度 分 量 之 间 的 关系 ， 
我 们 假设 气体 是 理想 气体 ， 取 激 


QD 唯一 的 限制 是 其 法 向 速度 分 量 ws 要 大 于 声 惠 ck。 
。114。 








波 前 面 气体 速度 zi 的 方向 为 x 轴 方 向 ; 令 4 为 激 波 与 z 轴 的 夹 
角 ( 图 49)， 与 激 波 相 切 的 速度 分 量 的 连续 性 意味 着 v1cos$ = 
Voz COs vysing, 或 

tg$= (v1— v27)/ V2. 《86. 1) 
下 面 ,我 们 利用 公式 (85. 7); 该 式 中 ,2 和 vs 表示 垂直 于 激 波 平面 
的 两 个 速度 分 量 ， 因 而 现在 要 用 msing 和 vizsin9 一 v2ycos$ 代 
替 , 故 有 


Var sing — vycosg 2c? 86.2 
vising y+1l (y+1l)visin’g 4 ) 


我 们 可 以 从 以 上 两 式 中 消去 角 几 .经 过 一 些 简单 的 换算 ， 可 得 到 

确定 yzz 与 ay 关系 (2 和 ci 给 定时 ) 的 下 列 公式 ; 
2 2 
by2 ze 21 
一 zz 十 


v2y= (V1— (86. 3) 





引进 临界 速度 ， 可 将 上 式 写 得 更 加 简明 ， 根 据 伯 努 利 方程 和 
临界 速度 的 定义 ， 我 们 有 (参看 


§ 85 问题 1 ) a V1 十 


2 








> 十 
y—1 2 ,于 是 有 ol 


本 (86. 4) 





将 此 式 用 于 (86. 3), 即 得 


2 
ViVor™—C 
viy 一 (2 一 02) 一 一 一 和 一 一 一 一 . (86. 5) 


nd 92 — Div 十 C4 


方程 (86. 5) 称 为 激 波 极 线 方程 ， 图 50 给 出 函数 v24《v2:) 的 赐 
线 图 , 这 是 个 三 次 曲线 , 称 为 环 索 线 , 它 穿 过 横 坐 标 .上 的 后 全 和 多 ， 
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这 两 点 分 别 对 应 于 92s 二 oc3 /V1 和 vzs=V1@， 从 原点 出 发 ， 夯 一 -条 
与 横 坐 标 轴 夹 角 为 Xx 的 直线 (图 50 中 的 0B)， 则 由 点 0 至 该 直线 
与 激 波 极 线 交 点 之 间 线 段 的 长 度 ,就 给 出 间断 面 后 面 气 体 的 速度 ， 
谈 间 断面 使 气流 折 转 一 个 角度 XX%， 这 样 的 交点 有 两 个 (4, B)， 即 
对 应 于 一 个 给 定 的 X 值 ， 有 两 个 不 同 的 激 波 ， 由 激 波 极 线 也 可 立 
即 确定 出 激 波 的 方向 : 它 由 从 原点 到 直线 8B 或 94 的 垂 线 的 方向 
给 出 (图 50 中 只 画 出 对 应 于 点 召 激 波 的 角 几 )。 随 着 % 的 减 小 ,点 


4 趋向 点 了 ,而 点 卫 则 对 应 于 正 激 波 ( 4 一季) 其 速度 mm 一 o/or 
同时 ， 点 了 3 趋向 点 @， 激 波 强度 (速度 间断 值 ) 趋 于 零 ， 而 角 $ 当 
然 也 就 趋 于 马赫 角 %= aresin 术 ; 激 波 极 线 上 @ 点 的 切线 与 横 


坐标 轴 夹 角 为 也 十 a 


由 激 波 极 线 可 立即 得 到 一 个 重要 结果 ， 即 在 激 波 上 气流 的 偶 
转角 XX 不 能 超过 某 个 最 大 值 Y。*， 这 对 应 于 从 0 到 激 波 极 线 的 切 
线 . 当然 , 这 个 量 是 马赫 数 Wi=wy/c 的 图 数 , 但 因为 式 子 很 繁 , 我 
们 就 不 写 出 这 个 表达 式 了 . 若 及 | 二 1, 则 Xm 二 0; 随 着 MI 增加 ， 
YX 单调 递增 ,而 当 Mi 一 ceo 时， 它 趋 向 于 一 个 有 限 的 极限 . 很 容 
易 讨论 两 种 极限 情形 ， 若 速度 v 接近 于 cx, 则 vs 也 接近 于 c*, 并 


个” 实际 上 , 环 索 线 从 点 tv:: 一 v1 (这 是 个 二 重点 ) 开 始 还 有 两 个 分 支 继续 伸展 ,使 
ray 趋 于 无 穷 大 ， 图 50 中 没有 画 出 这 两 个 分 支 ， 它 们 有 一 条 共同 的 渐 近 线 


这 两 个 分 支 上 的 点 没有 物理 意义 % 它们 给 出 的 we 和 zy 值 将 使 waw/ ww>1， 而 这 种 
情形 是 不 可 能 的 . 

* 不 过 ,在 斜 激 波 从 平 壁 上 作 规 则 反射 的 情况 下 ， 落 在 分 支 上 的 点 .二 重点 和 洲 
在 封 也 曲线 上 的 点 ， 可 用 来 分 别 表示 对 应 于 入 射 激 波 前 .人 射 激 波 后 以 及 反射 激 波 后 
的 气流 速度 ， 比 如 见 R. Courant and K. D. Friedrichs, Supersonic Flow 
and Shock Waves, Interscience, New York，1948, § 125， 一 一 中 译 者 法 
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及 角 交 很 小 ;于 是 激 波 极 线 方程 (86.5) 可 近似 地 二 为 由 

X 2 一 (?-1)( 一 0)2(o 十 Da 一 2cs)/2cx， (86. 6) 
由 于 多 很 小 ,这 里 已 令 wzz=:pay V2y 守 ?对 ， 因 而 容易 得 出 吃 
ee 

3V3 \Cx 3 3 (7 十 1) 
在 Mi-=oo( 即 Ms=、A (上 17 一 1)) 这 一 相反 的 极限 情况 下 


散 波 极 线 进化 成 一 个 国 ， 此 加 与 模 坐 标 畏 的 交点 为 cy/ 和 


wy 


(Mi—1)Y2. (86.7) 





四 -1 Epo 了 3 -Fa 
erV 年， 容易 看 出 ,这 时 有 
X= aresin 了 (86. 8) 


空气 的 这 个 值 是 45.6"、 图 51 给 出 了 空气 的 Xu 随 MM 变化 的 曲 
线 图 ; 上面 一 条 曲线 是 绕 贺 锥 流动 的 类 似 曲线 (参看 $ 105). 





图 51 


圆 一 cx 在 点 了 与 8 之 间 与 横 坐 标 轴 相 交 (图 50)， 因 而 把 
激 波 极 线 分 成 两 部 分 ， 分 别 对 应 于 间断 面 后 面 的 气体 速度 为 亚 声 


@ 容易 看 出 , 只 要 用 (95. 2) 式 的 2c 代 规 (? 十 D)，, 则 对 于 任何 ( 非 理想 ) 气 体 , 方 
程 (86. 6) 也 是 成 立 的 . 
四 “应 注意 ，Xamaux 对 2 一 1 这 种 依赖 关系 与 跨 声 速 流 的 一 般 相 似 律 (118.7) 是 
吻合 的 ， 
e JI] 。 
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速 和 超声 速 的 情形 。 这 个 圆 与 极 线 的 交点 位 于 点 C 的 右边 ， 但 很 
靠近 点 C ;所 以 ,整个 PC 段 对 应 于 转变 到 亚 声速 的 速度 ,而 CQ 段 
( 除 点 C 邻近 的 一 小 段 以 外 ) 对 应 于 转变 到 超 音 速 的 速度 . 

对 于 给 定 的 M 和 VY， 激 波 中 压力 变化 由 下 式 给 出 : 


2 一 (86. 9) 


上 式 就 是 将 公式 (85. 8) 中 的 Mj 换 成 Mising 后 的 公式 ， 当 角 9 
从 最 小 值 arc sin (1/M1) (这 时 p/P1= 二 1) 增 大 到 /2, 即 沿 激 波 极 
线 从 移 至 P 时 , 这 个 压力 比 是 单调 增加 的 . 

偏转 角 X 给 定时 , 通常 就 说 , 激 波 极 线 所 了 确定 的 两 个 激 波 属于 
弱 族 和 强 族 ， 强 族 激 波 ( 极 线 的 PC 段 ) 较 强 ( 压 力 比 Pa/2: 较 大 )， 
它 与 速度 2 方向 的 夹 角 $ 较 大 ， 并 使 流动 由 超声 速 转变 成 亚 声 
速 ， 弱 族 激 波 (@C 段 ) 较 弱 , 对 气流 的 倾角 较 小 ， 且 几乎 总 是 使 流 
动 保持 为 超声 速 的 . 


问 题 
问题 1， 对 于 理想 气体 中 的 斜 激 波 ， 试 导出 用 Mi 一 wy/cl 和 激 波 与 速度 


oi 方向 的 夹 角 4% (图 49) 表 示 的 速度 偏转 角 X 的 公式 ; 


区 (十 DMI _ 
ctgX tpg| zor is i 1| 


问题 2?. 试 导出 用 Mi 和 表示 马赫 数 M; 一 v2/c: 的 公式 : 


M? = 2 十 (y 一 1)M? 二 2M’ eos’g 
‘2pMisin:$—(y—1) "2+(y—1)Misin:$ 


$487， 激 波 的 厚度 

到 目前 为 止 , 我 们 都 是 把 激 波 看 作 是 厚度 为 零 的 几何 曲面 , 现 
在 来 研究 实际 间断 面 的 结构 ;我 们 将 会 看 到 ,间断 值 较 小 的 激 波 实 
际 上 是 有 限 厚 度 的 过 渡 层 ,其 厚度 随 间断 值 的 增加 而 减 小 , 如 果 间 
»* 了 ITI8。 





断 值 不 是 小 量 , 则 变化 非常 急剧 , 以 致 厚度 的 委 念 失去 了 意义 . 

为 了 确定 过 滤 层 的 结构 和 厚度 ， 必 须 券 虑 气体 的 粘性 和 导热 
性 , 在 此 以 前 , 这 些 一 直 是 忽略 不 计 的 . 

激 波 关系 式 (82.1) 一 (82.3) 是 由 质量 通 量 、 动 量 通 量 和 能 量 
通 量 的 不 变性 求 得 的 ， 如 果 把 间断 面 看 作 是 有 限 厚 度 的 一 层 ， 则 
这 些 条 件 就 不 应 写成 间断 面 两 侧 有 关 量 的 等 式 ， 而 应 写成 在 这 一 
层 的 整个 厚度 上 的 有 关 量 恒定 不 变 .第 一 个 条 件 是 (82. 1) 不 变 : 在 

02 三 ?一 常 数 ， (87. 1) 

另外 两 个 条 件 中 ， 则 必须 考虑 由 内 摩擦 和 导热 引起 的 附加 的 动量 
通 量 和 能 景 通 量 

由 内 摩擦 引起 的 (x 方向 的 ) 动量 通 量 密度 由 粘性 应 力 张 量 
一 o/s 给 出 ， 按 照 这 个 张 量 的 一 般 表达 式 (15. 3)， 我 们 有 as= 


(名 1+5 她， 因而 条 件 (82.2) 变 为 
p+ py 一 ( 舍 7+5) 名 = 常数 


像 在 $ 82 中 那样 ,5| 进 比 容 P 以 代替 速度 2 一 J7 ,因为 7 三 常数， 


2 十 j 一 (了 0 十) 一 常数 


在 离 激 波 较 远 处 , 热力 学 量 是 常数 , 即 它们 与 无 关 ; ;特别 是 5 一 


0， 我们 用 下 标 1 表示 激 波 前 面 远 处 各 个 量 的 值 ， 因 而 可 令 常 数 
等 于 Pp1 十 J?V1, 于 是 得 


pp tj VV) (Snte)i =0. (87. 2) 


其 次 ， 由 导热 引起 的 能 量 通 量 密度 是 一 < 由 内 摩擦 引起 的 能 量 


。J119 ， 











通 量 密度 是 一 o4voii 或 者 是 一 fn = 一 (全 7 二 E)92 这 是 因为 速 
度 沿 z 轴 方 向 ， 于 是 条 件 (82. 3) 可 写 为 
pv(w + ) 一 ( 舍 7 + :至 一 < 一 常 数 ， 
再 令 me 可 得 最 后 形式 ; 
2172 _ ， x dT 
动 十 jy 儿子 7+E)V 区 a 7 a wi 二 放 Vi. 
(87. 3) 

现在 来 研究 所 有 量 的 间断 值 都 是 小 量 的 激 波 ， 这 时 ， 过 渡 层 
内 、 外 各 量 的 差 值 VV ,pp 等 也 都 是 小 量 . 在 (87. 2) 中 ， 我 们 
取 压 力 和 科 为 独立 变量 ,把 V 一 V1 按 p 一 p1 和 ss 一 si 的 医 次 展开 . 
ER 1/6( 这 里 6 是 间断 面 的 厚度 ) 是 9 一 PD 
. 的 一 阶 量 ,而 差 值 5 一 si 是 二 阶 景 D， 因 而 略 去 三 阶 量 后 ,可 写 出 

oO 

V71=( 当 ) (pp) 十 六 3 (p+ 六) Ge 一 s0， 


当然 ,所 有 系数 的 值 都 是 在 过 滤 层 外 面 取 的 ( 即 ?=2us=sD. 把 
这 个 表达 式 代 人 (87. 2) ,我 们 得 
[+( 玉 ) Ge- -1) 十 二 六 


NE 药 ) Gs—s) = ($7+6) 


Ex gp) (2 一 2 


导数 全 -可 写 为 
徊 (部 ), 委 (各 各 


Q@ 由 883 已 经 知道 ,相对 于 压力 间断 p: 一 pi 而 言 , 粹 的 总 间断 值 s: 一 si 是 三 阶 
量 ,而 3 一 381 只 是 7 一 pi 的 二 阶 量 .其 理由 是 : 过 渡 层 中 压力 从 Bi 单调 地 变 到 pz 而 炉 
并 非 单调 变化 的 , 它 在 过 渡 层 中 有 个 极 大 值 ,这 在下 文 将 要 指出 ， 
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对 z 求 微分 使 小 量 的 阶 次 增加 一 阶 , 因 为 1/6 是 一 阶 的 ;所 以 导数 
纪 是 二 阶 的 ， 而 潮 是 三 阶 的， 于 是 含 虹 那 一 项 可 以 略 去 ， 因 而 条 


件 (87. 2) 变 为 
[03 jr (9- 的 了 (2 2 (一 
+( 3 Ge 一 502=( 0 3) 2 (87. 4) 
其 次 ， 以 地 (十 V1) 乘 (87.2) 中 的 每 一 项 ,再 从 方程 (87. 3) 减 
去 它 。 结 果 是 z 
(w— oo) -二 pp) (V+VD— AT + 一 人 
-上 =| 


包含 乘积 (一 了) 2 -的 第 三 项 是 三 阶 的 ,可 以 略 去 ,得 


K aT 
(2 一 ui) 一 地 (Pp—p1) (V+V)— a =0. 


这 前 两 项 正好 是 推导 (83. 1) 式 时 按 p 一 了 和 s 一 si 的 千 次 展开 则 
表达 式 ， 在 这 个 展开 式 中 ,2 一 2 的- - 阶 项 和 二 阶 项 为 夫 ， 精确 到 


二 阶 项 就 只 有 T(s 一 50). 导数 -可 [ 写 为 
dr _ /97\ dp , (3T\ ds (37) dp 
3 Re dr ~( 务 ) 中 
结果 是 
IE 和 (3 ) (87. 5) 


将 s 一 si 的 这 一 表达 式 代入 (87. 4) ,得 


1 ,2 /9°V i (区 了 要 
3 (57), (p—P1) ee 5p 7 1‘ p12 
? TXT ， 


es MAD 





kK/aV\ /a7 gy, 
-| 一 条 妥 ) (各 ) +(Gnte (Wy) fi 7.9) 
在 一 级 近似 程度 下 , 通 量 ) 为 7=2/7=c/L 参 看 (83. 3)]. 这 
个 表达 武 可 代入 (87. 6) 的 右边 ,但 代入 左边 是 不 合适 的 ; 在 关中 
还 必须 包括 其 它 项 ， 例 如 , 这 些 项 可 由 (87. 2) 求 得 ， 但 按 以 下 办 
法 这 论 移 为 简单 ， 在 间断 向 两边 很 远 的 地 方 ， 因 为 代为 零 ， 所 以 
(87. 6) 的 右边 为 零 ， 在 这 样 的 地 方 ,压力 为 pi 或 pl， 因而 可 以 说 
(87.6) 左 边 p 的 二 次 式 有 和 ps 两 个 根 ， 根 据 熟 知 的 代数 定理 ， 

这 个 二 次 式 可 写成 (7 一 Pp1) (7 一 了 2) 之 积 乘 以 2p 的 系数 
47( 剖 

ap’ 

于 是 ,我 们 有 下 列 关于 函数 p(z) 的 微分 方程 @: 


3($) 9-p) 2 


Ts 7 4 K /aT\ /9V\ :2 dp 
= 一 ($+ 人 + 条 (名 (Cs ? Jar: 


由 导数 的 热力 学 公式 ， 二 |) -多 ) ; 易 知 上 式 右 边 一 2 的 系 
数 是 27*a， 这 里 4 与 〈77. 6) 中 声 吸 系数 7 的 关系 是 ?=acw 











于 是 ， 
52 一 一 7 gy) (p— 7p1) (Pp— 72). (87.7) 
积分 后 得 
Bal a 0 
G3)]} p1) (9— pz) 
ap” 


4， 在 研究 弱 激 波 时 , 可 把 粘性 系数 和 热 导 率 看 代 常 数 ， 
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令 这 个 常数 等 于 零 , 得 

?一 椰 (ps 十 Di) =5 (pp)tgh (3$), (87. 8) 
其 中 

8aV? 
6 ET (87. 9) 
该 式 给 出 压力 在 值 2 和 ps 之 间 变 化 的 规律 ,这 里 Pi 和 ps 是 激 波 
两 边远 距离 处 的 压力 ， 虚 2 一 0 对 应 于 压力 的 中 间 值 了 《71 十 722). 
当 z~> 士 co 时 ,压力 渐 近 地 趋 于 Pl 和 Pp;。 从 1 到 2 的 全 部 变化 ， 
几 平 都 是 发 生 在 6 量 级 的 距离 上 ， 这 6 可 称 为 激 波 的 厚度 ， 我们 
看 到 ,微波 越 强 , 即 压力 间断 值 越 大 , 这 个 厚度 就 越 小 . 
由 (87. 5) 和 (87. 8) 可 得 穿 过 间断 面 精 的 变化 为 


K 9g7T oV 2 | 1 
| 87. 10 
0 








由 此 可 见 , 业 不 是 单调 变化 的 ， 而 是 在 激 波 里 面 +=0 处 有 个 最 大 
值 ， 在 z= 土 oo 这 两 种 情况 下 , 这 个 公式 都 给 出 s 二 s1, 这 是 因为 
滴 的 总 变化 量 s: 一 s 是 7, 一 pi 的 三 阶 量 (参看 (83. 1)) ,而 这 里 的 
s 一 s! 是 二 阶 的 
从 定量 上 看 , 公式 (87. 8) 只 适用 于 差 值 :一 7p, 足够 小 的 情形 ， 
得 在 差 值 ps 一 21 与 2 和 ws 本身 量 级 相同 的 情况 下 ， 我 们 可 用 
(87.9) 定 性 地 确定 这 个 厚度 的 量 级 ， 气 体 中 的 声速 与 分 子 热 运 动 
速度 5 的 量 级 是 相间 的 ， 由 气体 分 子 运动 论 , 我 们 知道 ,运动 粘性 
系数 v~lv~lc, 这 里 ,1 是 分 子 的 平均 自由 程 ， 因 此 ,a~7/c’; 对 
ee 123。 





传 热 项 作 量 级 估计 ,也 给 出 相同 的 结果 ， 最 后 ,还 有 ( 32) ~ 石和 
pV~c?， 将 这 些 关 系 式 用 于 (87. 9), 得 

z Be (87. 11) 
这 样 , 强 激 波 的 厚度 与 气体 分 子平 均 自由 程 的 量 级 是 相同 的 @. 但 
在 宏观 的 气体 动力 学 中 , 气体 是 当 作 连 续 介质 处 理 的 ,平均 自由 程 
必须 取 为 零 ， 由 此 可 见 ,严格 说 来 , 不 能 单 用 气体 动力 学 的 方法 来 
研究 强 激 波 的 内 部 结构 . 

由 于 气体 中 存在 比较 缓慢 的 弛 移 过 程 (缓慢 的 化 学 反应 ， 分 
子 不 同 的 自由 度 之 间 缓 慢 的 能 量 迁 移 等 ) , 便 可 使 激 波 厚度 显著 增 
加 ， 这 个 问题 已 由 1. 6. 泽 尔 多 维 奇 (1946) 研 究 过 

设 * 为 弛 鸳 时 间 的 量 级 ， 气 体 的 初 态 和 终 态 都 必须 是 完全 平 
了 衡 态 , 因而 , 立即 可 知 , 激 波 的 总 厚度 将 是 rw 的 量 级 ， 即 在 时 间 
中 气体 走 过 的 距离 ， 由 此 还 可 知道 ,车 激 波 强度 超过 某 个 极限 , 则 
其 结构 就 变 得 更 加 复杂 ; 这 可 由 下 面 看 出 . 

图 52 中 的 实 曲线 ,是 在 假设 ” 
气体 的 终 态 为 完全 平衡 态 的 情况 
下 ， 通 过 给 定 的 初始 点 1 所 画 出 
的 激 波 绝热 曲线 ， 点 1 处 切线 的 
斜率 确定 了 “平衡 声速, 它 在 878 
中 用 co。 表示 .而 虚线 是 在 假设 
弛 耶 过 程 “ 被 冻结 ”， 因 而 根本 不 
发 生 这 种 过 程 的 情况 下 ， 通 过 同 图 52 
一 点 工 所 画 出 的 激 波 绝热 曲线 .点 1 处 该 曲线 切线 的 斜率 确定 了 
在 $78 中 记 作 co。 的 声速 ， 





人 站 强 激 波 致使 温度 显著 增加 : 而 ! 代表 激 波 中 气体 的 某 种 平均 温度 下 的 平均 自 
出 种. 
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如 果 激 波 速 度 满足 co 过 v1 过 co, 则 纪 12 位 吊 如 图 52 (下 面 的 
靶 ) 所 示 ， 在 这 种 情况 下 ,所 得 结果 是 激 波 厚度 的 单纯 增加 ， 而 初 
态 1 和 终 态 2 之 间 所 有 的 中 间 态 均 由 PV 平面 中 线段 12 上 的 点 表 
未 @®. | 
但 如 果 v1 之 cw, 则 纺 线 取 11'2' 的 位 置 . 1 与 1 之 间 决 不 会 有 
对 应 于 任何 气体 实际 状态 的 点 ; (点 1 后面 ) 第 一 个 实际 的 点 是 1，， 
它 对 应 于 这 样 一 个 状态 ， 该 状态 中 的 弛 列 平 衡 与 状态 1 中 的 弛 丈 
平衡 没有 差别 ， 气 体 从 状态 1 压缩 到 状态 1 是 间断 式 的 ,以 后 (在 
~vir 的 距离 上 ) 逐渐 压缩 到 终 态 2'. 


$88.。 等 温 间 断面 
在 § 87 中 讨论 激 波 结构 时 曾 假设 粘性 系数 和 热 导 率 如 通常 
那样 , 具有 相同 的 量 级 ， 但 X 沁 > 的 情形 也 是 可 能 的 ， 车 温度 足 
够 高 ， 则 存在 着 由 物质 的 平衡 热 辐射 所 传递 的 附加 热量 ， 辐 射 对 
粘性 的 影响 ( 即 动量 传递 ) 要 小 得 多 , 所 以 » 与 X 相 比 是 个 小 量 .我 
们 将 看 到 , 这 个 不 等 式 使 数 波 结构 产生 重大 差别 . 
略 去 粘性 项 , 可 将 确定 过 滤 层 结构 的 方程 〈87.2) 和 (87. 3) 
写 为 
p+ IV =p js (88. 1) 
人 = dt (88. 2) 
(88.2) 的 右边 只 有 在 过 滤 层 的 边界 上 才 为 零 ， 因 为 激 波 后 面 的 温 
度 一 定 高 于 激 波 前 面 的 温度 , 所 以 在 过 湾 层 内 处 处 都 有 
人 (88. 3) 
dx 


Q@ ”这 是 由 于 (在 略 去 通常 的 粘性 和 导热 的 情况 下 ) 气体 经 过 的 所 有 状态 都 满足 
质量 守 便 方程 ps = j= 常数 和 动量 守恒 方程 p47? 广 一 常数 (参看 8121 中 类 似 的 但 
更 为 详尽 的 讨论 )。 

e A253 。 
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即 温 度 是 单调 递增 的 ， 
此 层 内 所 有 的 量 都 是 单 变量 , 即 华 标 z 的 函数 ,因而 这 些 量 互 
为 函数 关系 ， 将 (88. 1) 对 下 求 微分 ,得 


9p aT 9p "2 
问 ) 和 +( 藻 ).+7 = 
气体 中 ， 导 数 (名 ) 总 是 正 的 ， 所 以 导数 4 的 符号 与 两 项 之 和 


强 ) + 六 的 符号 相反 在 状态 1 中 ，( 因 为 1>ci) 有 六 > 一 


3 ) ， 又 因为 绝热 压缩 系数 总 是 小 于 等 温 压缩 系数 , 故 有 ?一 
5) ， 所 以 ,在 工 这 一 侧 ,97<<0， 如 果 这 个 导数 在 过 渡 层 中 处 


人 则 当 气 体 受 到 压缩 (VY 减 小 ) 时 ,从 1 侧 到 2 侧 ， 瘟 度 
单调 递增 ,这 与 (88. 3) 相符 ， 换 句 话 说 ,我 们 得 到 一 个 由 于 很 高 的 
热 导 率 而 使 其 厚度 大 为 增加 的 激 波 (可 能 达到 这 样 的 程度 ， 其 至 
仅仅 是 由 于 习惯 上 的 原因 才 称 它 为 激 波 )， 

但 若 激 波 很 强 , 以致 


,2 ps2 
六 <-( 纵 )， (88.4 ， 


则 在 状态 2 有 弛 :>0， 所 以 ;在 了 了， 


和 之 间 的 某 处 ， 蚊 数 T(V) 有 
个 最 大 值 (图 53) .显然 , 由 了 上 连 
续 改变 而 使 气体 从 状态 1 转变 到 
状态 2 就 成 为 不 可 能 了 ， 因 为 不 
等 式 (88. 3) 不 能 处 处 得 到 满足 . 图 53 

因此 ， 我 们 得 到 下 列 的 从 初 态 1 转变 到 终 态 2 的 图 象 ， 首 先 
出 现 一 个 区 域 ,在 这 区 域 中 ,气体 由 比 容 六 逐渐 压缩 到 某 个 了 [7 
*° TI26。 





V2 





是 第 一 次 出 现 T(V') =7, 的 下 值 , 参 看 几 53]; 这 个 区 域 的 厚 度 由 
执导 率 确定 ,并 且 可 能 相当 大 。 然 后 ,从 Y 压缩 到 了: 是 间断 式 的 ， 
温度 保持 为 7; 不 变 ， 这 种 间断 称 为 等 温 间 断面 . 
现在 来 确定 等 温 间 断面 中 压力 和 密度 的 变化 ， 这 里 假设 是 理 
想 气 体 ， 把 动量 通 量 连续 条 件 (88. 1) 用 于 间断 面 的 两 侧 ， 得 及 十 
2V' 二 ps 十 Vs。， 对 于 理想 气体 ,= RT/ 47; 因为 7' 7 于 是 有 
p+ prt rs 
HA2s 
这 个 关于 ?的 yp 2 一 7s 和 解 


2 = = ?2V,, (88. 5) 


一 2 


用 (82. 6) 表示 7 得 ?2 一 (0.—P) pp 再 用 (85. 1) 灰 换 V/V， 


我 们 有 
7' = [y+ DP + Cy—1)p] C88. 6) 
因 必 有 2 二 1 所以， 只 有 当 压 力 ps 和 2 的 比值 满足 
go 、 ?十 1 
3 (88.7) 
上 时， 才 会 出 现 筝 温 间 断面 ( 瑞 利 ,1910). 当然 , 这 个 条 件 也 可 由 (88. 
4) 直 接 求 得 . 
因为 对 于 给 定 的 温度 而 言 , 气 体 密度 与 压力 成 正比 ,所 以 ， 等 
温 间 断面 中 ,密度 比 等 于 压力 比 , 即 
p_V,_ 2 88. 
AD: FF 22 4 
4 89， 弱 间断 面 


除了 量 p,?, 2 等 发 生 间断 的 那些 间断 面 以 外 , 还 可 以 有 这 样 


的 面 , 在 这 种 面 上 , 虽然 这 些 量 保持 连续 ,但 不 是 坐标 的 常规 尔 数 . 
。727，。 





非常 规 性 可 以 是 各 种 各 样 的 ， 例 如 , 在 面 上 ,P,2, 等 对 空间 坐标 
的 一 阶 导 数 可 以 是 不 连续 的 ,或 这 些 导数 可 以 变 成 无 穷 大 ; 或 者 它 
们 的 更 高 阶 导 数 有 上 述 性 质 . 我 们 称 这 样 的 面 为 弱 间 断面 , 它 与 强 
间断 面 ( 激 波 和 切 向 间断 面 ) 大 不 相同 , 强 闻 断面 中 ,Pp,7?, 作 等 量 本 
身 是 间断 的 . 

经 过 简单 的 研究 易 知 , 弱 间 斯 面 是 相对 于 (间断 面 两 边 的 ) 气 
体 以 声速 传播 的 .因为 , 图 数 0,2,m 等 本 身 既 然 是 连续 的 ， 我 们 
内需 在 间断 面 名 近 ， 而 且 只 要 用 任意 小 的 量 ， 就 可 以 把 它们 变 成 
“光滑 "的 函数 ,只 要 使 这 样 的 光滑 疯 数 是 没有 奇异 性 的 ， 于 是 , 比 
如 说 ,真正 的 压力 分 布 可 用 根本 没有 奇异 性 的 完全 光滑 函数 pe 和 
间断 面 邻近 处 该 分 布 的 小 扰动 ?” 两 者 的 全 加 来 表示 ; 后 者 ， 像 任 
何 小 扰动 一 样 ,是 以 声速 相对 于 气体 传播 的 . 

应 当 强 调 , 对 激 波 而 言 , 这 样 已 修 勺 滑 了 的 函数 与 真正 函数 之 
差 通常 不 是 小 县, 因此 , 上 面 的 论据 是 不 适用 的 . 然而 ， 寿 激 波 上 
的 间断 值 足够 小 ,上 面 的 论据 仍然 可 用 ， 这 样 的 激 波 是 以 声速 传播 
的 ,这 一 结果 已 在 883 中 用 另 一 种 方法 求 得 . 

芳 在 给 定 的 坐标 系 中 流动 是 定常 的 ， 则 在 该 坐标 系 中 间断 面 
是 静止 的 ,而 气体 穿 过 间断 面 流 动 . 垂直 于 间断 面 的 气体 速度 分 量 
必定 等 于 声速 车 用 4 表示 气体 速度 方向 与 间断 面 的 切 平面 之 间 
的 夹 角 , 则 w= 二 vsing=c 即 sinq=c/v， 即 罚 间 断面 与 流 线 的 交 
角 为 马赫 角 ， 换 句 话说 , 弱 间 断面 是 特征 面 之 一 ,只 要 我 们 回顾 一 - 
下 特征 面 的 物理 意义 , 即 小 扰动 沿 之 传播 的 曲面 (参看 379), 就 可 
知道 这 -结果 是 完全 合理 的 显然 ,在 气体 的 定常 流动 中 , 只 有 在 
气流 速度 不 小 于 声速 的 条 件 下 才能 产生 弱 间 断 . 

就 弱 间 断面 和 剖 间断 面 的 形成 而 论 ， 二 者 有 本 质 的 差别 ， 

们 将 看 到 , 激 波 可 由 边界 条 件 连 续 的 气体 流动 直接 形成 (例如 ， 
声波 中 激 波 的 形成 ,$95), 与 此 相反 , 喘 间 断面 不 能 自发 地 产生 , 它 
。128 。 
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们 总 是 由 于 流动 的 初始 或 边界 条 件 有 某 种 奇异 性 而 产生 的 .这些 
奇异 性 可 以 是 各 种 各 样 的 ,就 像 弱 间断 面 本 身 那样 ， 例 如, 约 同 类 
面 可 因 被 绕 流 物体 表面 上 有 尖 角 而 产生 ; 在 这 种 情况 下 ,速度 对 空 
间 坐 标的 一 阶 导数 是 不 连续 的 ， 弱 间断 面 也 可 以 是 当 物 体 表面 曲 
率 不 连续 时 形成 的 ,而 盟 须 有 尖 角 存在 ; 在 这 种 情况 下 ， 速 度 对 空 
间 上 坐标 的 二 阶 导数 是 不 连续 的 , 如 此 等 等 ， 最 后 ,流动 随时 间 变 化 
的 任何 奇异 性 都 会 引起 非 定常 的 弱 间 斯 面 . 
与 弱 间 断面 相 切 的 气体 速度 分 量 ， 其 方向 总 是 背离 这 种 扰动 
点 (例如 物体 表面 上 的 尖 角 )， 而 扰动 是 由 这 种 扰动 点 开始 并 3 引 1 起 
间断 的 ; 我 们 可 以 说 ,间断 是 从 这 点 开始 的 ， 这 是 超声 速 流动 中 扰 
动 问 下 游 传播 的 一 个 实例 . 
粘性 和 导热 的 存在 ,导致 弱 间 断面 具有 一 定 厚 度 , 因此 ,就 像 激 
波 那样 , 它 实 际 上 是 个 过 渡 层 .但 是 激 波 厚度 只 依赖 干 它 的 强度 ， 
并 不 随时 间 变 化 ; 而 弱 间 断面 的 厚度 , 则 是 随 着 该 面 形成 之 后 的 时 
间 的 增长 而 增加 的 .我 们 不 难 确定 这 种 增加 的 规律 .为 此 ， 我 们 
再 利用 本 节 开 头 所 作 的 说 明 ， 即 弱 间 断面 任何 部 分 的 运动 ， 都 是 
按照 与 气体 中 任意 微弱 扰动 的 传播 相同 的 方程 进行 的 ， 当 存在 粘 
性 和 导热 时 ,起初 , 集中 在 一 个 很 小 体积 (“ 波 包 ?) 内 的 扰动 随 者 时 
间 的 推移 而 扩展 ,这 种 扩展 的 规律 已 在 877 中 确定 过 ， 因 此 ,我 们 
可 以 得 出 结论 : 弱 间 断面 厚度 6 的 量 级 为 
G~ [act (89. 1) 
其 中 ,t 是 形成 间断 面 以 后 所 经 过 的 时 间 ，a 是 声 吸 收 系数 中 频率 
平方 的 系数 ， 若 间断 面 是 静止 的 ， 则 时 间 上 二 必须 用 Lc 代替 ， 这 
里 ,7 是 从 间断 面 始 发 点 量 起 的 距离 (例如 ， 对 于 由 物体 表面 上 的 
尖 角 引起 的 弱 间 断面 ,! 就 是 从 尖 角 顶点 量 起 的 距离 ); 因此 
6~Nal, 
所 以 ， 弱 间断 面 的 厚度 是 按 从 形成 间断 面 算 起 的 时 间 的 平方 根 规 
+ 129 





律 或 从 间断 面 始 发 点 量 起 的 距离 的 平方 根 的 规律 而 增加 的 . 

作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 应 做 类 似 于 879 未 尾 的 说 明 ; 在 那里 
我 们 曾经 指出 , 在 运动 气体 状态 的 各 种 扰动 之 中 , ( 定 压 下 的 ) 箭 的 
扰动 和 涡 量 的 扰动 具 哨 特殊 的 性 质 ， 这 两 种 扰动 相对 于 气体 是 不 
动 的 ,因而 并 不 以 声速 传播 ， 所 以 , 米 和 涡 量 D 具 有 弱 间 断 的 那些 
曲面 相对 于 气体 是 静止 的 ,而 相对 于 固定 坐标 系 , 则 随 着 气体 一 起 
移动 ， 这 样 的 间断 面 可 称 为 切 向 弱 间 断面 ; 它们 上 顺 着 流 线 促 展 , 在 
这 点 上 ,它们 与 切 向 强 间 断面 是 完全 类 似 的 ， 


个 澳 量 的 弱 问 断 是 指 与 间断 相 切 的 速度 分 量具 有 弱 亲 断 ! 例如 ,速度 的 靶 各 时 
数 可 以 是 间断 的 ， 


。 了 70。 





第 十 章 ”气体 的 一 维 流动 


”§90.， 气体 经 过 喷 管 的 流动 

现在 来 研究 气体 从 大 容器 中 经 过 变 截 面 管道 ( 喷 管 ) 流出 的 定 
常 流动 。 假 设 气体 流动 在 管道 的 每 一 截面 处 是 均匀 的 ， 并 设 速度 
沿 着 管 轴 ， 由 于 这 样 , 管道 就 不 能 太 粗 , 同时 管道 的 截面 积 8 沿 着 
管 轴 的 变化 也 必须 非常 缓慢 这样， 所 有 表征 流动 的 最 就 只 是 沿 
管 轴 和 坐标 的 函数 .在 这 些 条件 下 ， 我 们 可 以 将 $80 中 沿 流 线 成 立 
的 各 种 关系 式 直 接 用 于 计算 各 量 沿 管 轴 的 变化 . 

单位 时 间 内 气体 流 过 管道 截面 的 质量 (流量 ) 为 @= ozS; 显 
然 ,9 沿 着 管道 应 该 是 不 变 的 , 即 

| Q 二 Spv= 二 常数 . (90, 1) 

假定 容器 的 线 尺度 远大 于 管道 的 直径 。， 因 此 容器 中 气体 的 速度 可 
视 为 零 , 所 以 ,在 880 的 公式 中 ,凡是 带 下 标 “0” 的 各 量 ， 将 是 这 些 
量 在 容器 中 的 值 . 

我 们 已 经 知道 , 通 量 密度 ;=po 不 能 超过 某 个 极限 值 j*， 由 
此 可 见 ,总 流量 8 所 有 可 能 的 值 (对 给 定 的 管道 和 给 定 容器 中 的 气 
体 状态 ) 有 一 个 上 限 gu, 这 个 gusx 是 很 容易 确定 的 ， 如 果 该 通 
量 密 度 在 管道 最 狭 处 以 外 的 某 个 地 方 达到 j 的 值 , 则 较 小 的 截面 
S 上 将 有 jj, 但 这 是 不 可 能 的 、 所 以 ,该 通 量 密度 只 能 在 管道 
的 景 狂 处 达到 j= 记 ; 设 管道 最 狭 处 的 截面 面积 为 Smin, 于 是 总 流 
量 的 上 限 为 


】 十 也 
-_  / 2? NE7-57 
Quix =pavrSmin = PPD( THT) Suin (90.2) 
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我 们 首先 研究 这 样 一 种 喷 管 ， 
它 向 出 口 端 逐 渐变 窗 , 因此 , 管道 
的 最 小 截面 面积 在 出 口 端 (图 50， -一 -一 人 
根据 式 (90. 1) ， 通 量 密度 了 将 沿 | pz 
着 管道 单调 增加 ， 气 体 速 度 也 是 
单调 增加 的 ， 而 压力 则 是 相应 地 
单调 下 降 ， 在 管道 的 出 口 端 ,如 果 2 恰好 达到 c 和 值 , 即 2 二 01 二 v4 
(其 中 下 标 1 表示 各 量 在 出 口 端的 值 ), 则 j 就 达到 最 大 的 可 能 值 
同时 ,有 Pp 二 px. 

设 外 部 压力 p。 逐渐 减少 ， 我 们 来 看 看 此 时 气体 流出 情况 的 
变化 ， 当 外 部 压力 p。 从 等 于 容器 中 的 压力 po 减 小 到 zs 时 ,出口 
端的 压力 pi 也 是 减 小 的 , 而且 7 和 ?2。 这 两 个 压力 始终 相等 ;也 就 
是 说 ,从 po 到 2。 的 全 部 压力 降 都 发 生 在 酸 答 内 . 但是， 气体 离开 
管道 各 速度 w 和 总 流量 @= 思 Snin 是 单调 增加 的 . 当 p。 二 2* 时 ， 
速度 v1 将 等 于 当地 声速 ,流量 达到 值 9msx， 当 外 部 压力 进一步 减 
小 时 , 压力 pi 始终 等 于 px 不 变 , 而 从 py 到 Pp。 的 压力 降 发 生存 管 
道外 面 , 即 周围 介质 中 , 换 句 话说 , 不管 外 部 压力 如 何 , 沿 管道 的 压 
力 降 不 能 大 于 从 Zo 降 到 2x， 对 于 空气 (?* 二 0.53 20) 来 说 ， 管 道内 
的 最 大 压力 降 为 0.47 po， 当 p。 达 ps 时 ,管道 出 口 端的 速度 以 及 流 
量 也 始终 保持 不 变 . 因此 ， 气 体 流 过 这 种 类 型 的 喷 管 时 ， 不 可 能 
获得 超声 速 的 速度 . 

如 果 我 们 只 考虑 管道 出 口 端 邻近 处 的 流动 ， 则 气体 离开 管道 
后 的 运动 基本 上 是 绕 拐角 的 流动 ， 其 拐角 的 顶端 就 是 管 口 的 边缘 ; 
我 们 将 在 &104 中 详细 地 讨论 这 种 流动 

流 过 … 个 辽 渐 收缩 的 距 管 不 可 能 获得 超声 速 的 原因 在 于 : 等 
于 当地 声速 的 速度 , 只 能 在 这 种 喷 管 的 出 后 处 达到 ， 显 然 , 借助 于 
首先 收缩 然后 再 扩张 的 喷 管 (图 55)， 就 可 以 达到 超声 速 的 速度 
es 1J32* 
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这 种 喷 管 称 为 拉 瓦 尔 喷 管 . 

如 果 达 到 最 大 的 质量 通 量 密度 7;, 也 只 能 够 出 现在 最 小 截面 
上 ,所 以 ,流量 不 能 超过 SninJ*。 在 喷 管 的 收缩 段 , 质量 通 量 密 度 
不 断 增加 (同时 压力 下 降 ); 图 56 中 的 曲线 给 出 了 3 随 2 的 变化 关 
系 帆 ， 刚 才 描 述 的 变化 关系 对 应 于 由 “到 2 的 区 间 . 如 果 在 截面 
Smin 上 达到 了 最 大 的 质量 通 量 密度 (图 56 中 的 点 六 ， 则 在 团 管 的 
扩 些 段 中 ,压力 将 继续 减 小 ,此 时 7 也 开始 减 小 ,这 对 应 于 昌 线 ba 
没 . 在 喷 管 的 开口 端 ,7 取 一 个 确定 的 值 : ji,msx 三 J#Smin/S1, 同 时 
压力 有 相应 的 值 ,如 图 56 中 曲线 上 某 点 a 的 压力 Pt 但 是 ,如 果 : 
在 截面 Smtn 上 只 达到 某 个 点 e, 则 压力 在 喷 管 的 扩张 段 将 不 断 增 
加 ,这 对 应 于 从 。 向 c 返回 的 这 段 曲线 ， 初 看 起 来 ,似乎 借助 于 形 


中 根据 公式 (80. 15) 一 (80.17), 其 依赖 关系 为 


人 rol-(2) 
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成 一 个 激 波 ， 就 可 以 不 通过 + 点 2 而 从 c8 跃 变 到 ab. 然而 这 是 不 
可 能 的 , 因为 “进入 激 波 的 气体 不 可 能 是 亚 声 速 的 速度 . 

记 住 上 述 结果 ， 现 在 来 研究 当 外 部 压力 逐渐 地 增加 时 流出 情 
况 的 变化 规律 。 当 外 部 压力 很 小 且 从 零 到 p! 上 时， 截面 Smin 处 总 
达到 压力 7 和 速度 vx =c*， 于 是 ,在 喷 管 的 扩张 段 , 速度 继续 增 
加 ,结果 产生 气体 的 超声 速 流动 ,同时 压力 相应 地 继续 减 小 ， 不 管 
压 办 2。 如何 , 它 都 在 喷 管 出 口 端 达到 值 ?+ 。 然 后 通过 由 喷 管 口 边 
缘 发 出 的 稀疏 波 , 压力 从 21 降 到 喷 管 外 的 7。( 参 看 § 104). 

当 pe 超过 pi 时 ,一 道 斜 激 波 从 路 管 口 的 边缘 发 出 ,将 气体 从 
21 压缩 至 p。(§ 104). 但 是 ,我 们 将 看 到 ,只 有 在 激 波 强度 不 太 高 
时 ,才能 够 从 周 壁 发 出 定常 激 波 (8 103)， 因此 , 当 外 部 压力 进 -… 
步 增加 时 , 激 波 很 快 地 开始 疝 峙 管内 移动 , 而 在 激 波 前 的 路 管内 辟 
上 出 现 分 离 . 对 于 某 个 ze 的 值 , 激 波 到 达 最 小 截面 ,然后 便 消 失 ; 六 
动 则 处 处 都 变 成 亚 声速 的 , 而 且 在 喷 管 扩张 段 的 壁面 上 出 现 分 离 ， 
当然 ,所 有 这 些 复 杂 的 现象 都 是 三 维 的 ， 

器 题 

通过 喷 管 上 的 一 小 段 , 将 少量 的 热量 供给 在 喷 管 中 作 定常 流动 的 理想 气 
体 , 试 确定 气体 流 过 这 段 喷 管 时 的 速度 改变 . 

解 : 设 Sg 是 每 单位 时 间 内 供给 的 热量 ，5 是 所 讨论 的 这 段 喷 管 的 截面 


面积 ， 在 加 热 段 的 两 边 ， 质 量 通 量 密度 7= pv 和 动量 通 量 密度 7 十 jv 是 相 
同 的 ; 因此 ，Az= 一 JAv， 其 中 人 表示 一 个 量 通过 这 段 喷 管 的 改变 。 能 量 通 
量 密 度 ( w+ 50 ); 的 改变 为 g. 将 纪 写 成 w= 二 yp/(y 一 1 P= 二 yp2/(y 一 1)7， 
于 是 得 到 (假设 Av 和 Ap 均 很 小 ) 2JAp 十? (pAv- 二 Ap)/ (yp 一 1) = 二 q， 请 去 
Ap, 得 Av 二 (y 一 1)g/ plc’ 一 v0:). 于 是 可 知 , 在 亚 声 速 流动 中 ,供给 热量 会 坟 
速 流动 (Av0), 而 在 超声 速 流动 中 ,供给 热量 则 减速 流动 (Av<<0). 

将 气体 的 温度 写 为 T==J2/Rp= 二 Lpv/RI (BR 为 气体 常数 ), 我 们 求 得 


4A7 = 大 CoAp+zAo) -让 _ or ) 
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对 车 超 声速 流动 , 这 个 表达 式 总 是 正 的 ,所 以 气体 温度 总 是 增加 的 ; 但 对 于 亚 
声速 流动 ,AT 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 


8 91， 管 道中 粘性 气体 的 流动 

我 们 来 研究 气体 在 (等 截面 ) 长 管道 中 的 流动 ， 该 管道 是 如 此 
之 长 ,以 致 气体 对 管 壁 的 摩 所, 即 气体 的 粘性 , 不 能 再 忽略 不 计 了 . 
我 们 将 假定 管 壁 是 绝热 的 , 所 以 气体 与 周围 介质 之 问 没 有 热 交换 ， 

当 气 体 速 度 近 平声 速 或 超声 速 时 (这 里 只 讨论 这 种 情形 )， 如 
果 管 道 的 直径 不 是 太 小 ， 管 道中 的 气流 当然 是 满 流 的 ， 就 我 们 的 
问题 而 言 ， 我们 在 $ 43 已 经 知道 流动 的 满 性 只 在 这 样 一 个 方面 才 
重要 : 满 流 流动 的 (平均 ) 速度 在 管道 截面 上 几乎 处 处 相同 , 只 是 在 
”非常 接近 管 辟 的 地 方才 迅速 地 减 小 为 零 ， 于 是 ， 我 们 将 假定 气体 
速度 "在 整个 截面 上 是 个 常数 , 并 且 这 样 来 定义 "， 使 得 乘积 Spv 
(S 是 管道 截面 的 面积 ) 等 于 通过 管道 截面 的 总 流量 . 

既然 总 流量 8pv 沙 管 道 是 不 变 的 ,并 且 假定 了 & 不 变 ， 因 而 
质量 通 量 密度 也 一 定 是 不 变 的 : 

7 三 1 一 向 数 . (91. 1) 

其 次 , 因为 管道 是 绝热 的 , 所以， 通过 任 一 截面 由 气体 所 携带 的 总 


能 量 通 量 也 一 定 是 不 变 的 . 这 个 总 能 量 通 量 为 Spv (w 十 了 30), 据 


式 (91. 1), 我 们 得 
WW 二 广 V7 二 轨 十 二 V7 二 常数 . (91. 2) 


由 于 存在 着 内 摩擦, 气体 的 炉 8 当然 不 能 保持 不 变 , 而 是 随 着 气体 
沿 管 道 的 运动 而 增加 ， 如 果 z 是 沿 管道 的 坐标 , 且 指向 下 游 , 则 可 
以 写 出 
ds/dr>0. (91. 3) 
现在 将 式 (91. 2) 对 zx 求 微分 ， 因 为 dw 二 Tds--Vdy, 所 以 有 
135. 
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TEV VA =0, 
从 后 将 
代入 上 式 , 则 得 
| T+ jy( 字 他 ) | 于 = 一 [1 二 ( 针 ) 车 (91. 5) 
根据 熟知 的 热力 学 公式 ,有 《35-) 一 志 ( 饭 ) .对 于 气体 而 言 , 热 


脱 胀 系数 总 是 正 的 ， 因 此 利用 式 (91. 3)， 可 以 断定 式 (91. 5) 的 左 
边 是 正 的 ， 于 古 , 导数 dp/dz 的 符号 与 


的 的- 
的 符号 相同 ， 我 们 知道 
当 wv 所 ec 时 ， S250. (91. 6) 


所 以 , 在 亚 声速 流动 中 , 压力 向 下 游 方向 减 小 ， 这 和 不 可 压缩 流体 
的 情形 相同 ， 而 对 于 超声 速 流动 而 言 ， 压 力 则 是 向 下 游 方向 增 
加 的 . : z 
我 们 可 以 用 类 似 方法 确定 出 导数 dv /dz 的 符号 ， 因 为 
j= 二 2/V 二 常数 ， 
所 以 ，dv /dz 的 符号 与 4V /dz 的 符号 相同 借助 才 式 (91. 4) 和 
(91. 5),dV/dz 可 以 用 正 的 导数 ds /dz 来 表示 。 其 结果 为 


vc， dv /dr 寺 0, (91. 7) 
即 在 亚 声速 流动 时 , 速度 向 下 游 方向 增加 , 而 在 超声 速 流 动 时 ， 未 
度 则 是 则 下 游 方向 减 小 的 、 


管道 中 气流 的 任何 两 个 热力 学 量 都 可 以 互 为 水 数 ， 而 这 种 
晴 数 关系 (尤其 是 ) 与 管道 的 阻力 定律 无 关 ， 这 些 函 数 依赖 于 作为 
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参数 的 常数 j , 并 且 由 方程 io 十 坊 户 7 一 党 数 所 确定 ， 这 个 方 和 
是 由 气体 的 质量 守恒 方程 和 能 量 守恒 方程 中 消去 速度 而 得 到 的 . 
我 们 以 烤 作 为 压力 的 函数 为 例 ， 米 说 明 这 些 函 数 所 给 出 的 由 


线 的 性 质 ， 将 式 (91. 3) 改 写成 如 下 形式 ; 


ds py CV) 一 1 
dy T+ I VOV /9s),” 


由 此 可 知 ,在 v=c 的 点 上 , 恼 有 极 值 ， 很 容易 看 出 ,此 时 炉 s 有 最 
大 值 ， 因 为 在 这 个 点 上 , s 对 2 的 二 阶 导数 为 


ds IV (OV /e p*) s 
成 je Wy TV 


照例 ,我们 假定 导数 (32V/3y)。 是正 的 . - 

于 是 ，s 作为 2p 函数 的 关系 曲线 ， 称 为 芬 努 (Fanno) 线 ， 示 于 图 
57 中 . 亚 声 速 区 域 位 于 景 大 值 的 右面 , 而 超声 速 区 域 位 于 其 左面， 
当 参 数 ;增加 时 , 曲线 逐渐 降低 ， 因 为 ,将 方程 (91. 2) 在 常 压 P 下 
对 了 微分 ,有 

ACIS : 

根据 上 述 结 果 ， 我 们 可 以 引出 一 个 有 趣 的 结论 ， 设 在 管道 入 
口 处 的 气体 速度 小 于 声速 . 蔽 向 下 游 方向 增加 ， 而 压力 向 下 游 方 
向 减 小 ; 这 种 情况 对 应 于 沿 曲线 s 
s 一 s(2) 的 右边 一 支 移动 ， 且 由 
B 指向 0 (图 57)， 但 是 ， 这 只 能 
继续 到 焙 达到 其 景 大 值 为 止 , 
到 达 点 0 以后， 进一步 沿 曲 线 左 
边 一 支 向 前 移动 ( 即 进入 超声 束 
区 域 ) 是 不 可 能 的 , 因为 ， 此 时 气 
体 的 炳 值 将 随 气体 沿 管道 的 运动 图 57 
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而 减 小 ， 甚至 不 可 能 由 激 波 来 实现 曲线 的 3O 一 支 到 04 一 支 的 
过 渡 , 因为 进入 激 波 的 气体 不 能 以 亚 声速 的 速度 运动 ， 

因此 可 以 断言 :如 果 进 入 管道 入 口 处 的 气体 速度 小 于 声速 , 则 
整个 管道 中 的 流动 将 保持 为 亚 声速 . 假如 存在 这 种 情形 的 话 (除非 
气体 排出 时 , 外 部 介质 的 压力 足够 小 ， 这 种 情形 才 可 能 出 现 )， 气 
体 速 度 也 只 能 在 管道 的 另 -` 端 达到 当地 声速 . 

为 了 使 气体 在 管道 内 具有 超声 速 的 速度 ， 其 人口 处 的 速度 必 
须 是 超声 速 的 ， 根 据 超声 速 流 动 的 一 般 性 质 ( 不 可 能 向 上 游 传 揪 
扰动 ), 则 流动 必 将 完全 与 管道 出 口 处 的 条 件 无 关 ， 特 别 是 ， 录 将 
沿 着 管道 以 完全 确定 的 方式 增加 ， 因 而 在 离开 入口 处 的 一 个 确定 
的 距离 z=1; 处 达到 最 大 值 ， 如 果 管 道 的 总 长 度 1 小 于 1， 则 流 
动 在 整个 管道 中 是 超声 速 的 (相应 于 在 40 一 支 上 由 4 向 0 的 移 
动 )， 反 之 ， 如 果 1 之 LUx， 流 动 就 不 可 能 在 整个 管道 中 都 是 超声 速 
的 ， 也 不 可 能 光滑 地 过 滤 到 亚 声速 流动 ， 因 为 沿 着 08 一 支 只 能 
朝 着 箭头 所 指示 的 方向 移动 .因此 ,在 这 种 情形 下 , 不 可 各 免 地 会 
形成 一 个 激 波 ， 它 使 流动 从 超声 速 流 跃 变 到 亚 声速 流 ， 从 而 使 压 
力 增加 了 , 于 是 ， 可 以 不 经 过 点 0 而 从 40 一 支 过 渡 到 BO 一 支 . 
在 间断 以 后 , 流动 完全 是 亚 声 速 的 . 


$ 92， 一 维 自 相似 流动 

气体 一 维 不 定常 流动 的 一 个 重要 类 型 ， 是 在 产生 流动 的 条 件 
中 只 有 特征 速度 而 设 有 特征 长 度 ， 其 中 最 简单 的 例子 是 : 在 以 活 
塞 为 边界 的 半 无 限 圆柱 形 管道 中 ， 当 活塞 开始 以 等 速 运动 时 所 产 
生 的 气体 流动 . 

速度 参数 以 及 (比如 说 ) 初始 时 刻 气 体 压力 和 密度 等 参数 决定 
了 这 种 运动 .但 是 ,我 们 不 可 能 由 这 些 参 数 的 组 合 , 来 构成 具有 长 
度 或 时 间 量 纲 的 量 ， 由 此 可 见 , 所 有 物理 量 的 分 布 情形 ,只 能 通过 
38。 


， i me 








具有 速度 量 纲 的 比值 z/t 而 依赖 于 坐标 + 和 时 间 1 ， 换 句 话 说 ， 
不 同时 刻 的 这 些 分 布 应 该 是 相似 的 ， 差 别 只 在 于 沿 x 辅 的 标尺 与 
村 间 成 比例 地 增加 .我 们 可 以 说 ， 如 果 长 度 用 一 个 与 时 间 成 正比 
增加 的 单位 来 测量 ， 则 流动 图 象 就 不 会 改变 ， 如 果 长 度 的 标尺 适 
当地 变化 ,而 流动 图 象 不 随时 间 而 变化 , 我 们 就 把 这 种 流动 称 为 自 
相似 流动 . 
流动 只 依赖 于 一 个 坐标 z 时 ,其 炳 守恒 方程 为 

+ v0, =0. 
假定 所 有 的 量 只 依赖 于 #=z/t, 并 且 注 意 到 在 这 种 情形 下 有 如 = 
二 故 ' 各 = 一 扫 在 ， 则 可 以 得 到 

(2:—é€)8 =0 
(其 中 一 撒 表示 对 的 导数 )， 因 此 ，s' 一 0， 即 s=- 常 数 D; 所 以 ， 
一 维 自 相 似 流动 一 定 是 等 精 的 ， 同 样 地 ， 根 据 y 分 量 和 = 分 量 的 
欧 拉 方程 ， 








9t 9X 
我 们 发 现 ，vy 和 2: 都 是 和 常量， 可 以 把 办 和 2 加 取 为 零 而 不 失 普 
过 性 ， 
其 次 ,连续 方程 和 4 分量 的 欧 拉 方 程 为 


DO 
3 + Pa ?G7 0， (92. 1) 


QD yz 一 上 一 0 的 假设 是 与 其 它 运动 方程 相 了 矛盾 的 ! 因为 根据 式 (92.3)， 应 有 tx 
一 常数 , 这 与 假设 相 了 矛盾 ， 
全 了 39 @ 





第 十 p 22 一 3 52; (92. 2) 

在 这 里 和 以后， 我 们 把 w 写 为 ， 用 变量 上 来 表示 ， 这 些 方程 

变 为 | 
(2 一 上 0 十 Do 三 0， 《92. 3) 
(一 上 2 一 一 1 10= 一 oO /10 (92. 4) 

因为 糖 是 不 变 的 ， 所 以 在 第 二 个 方程 中 已 经 令 p'= (9p/3p) sp 

-= 0 

首先 ,这些 方程 有 平凡 解 : 0 二 常数 ，p = 常数 , 即 等 速 的 均匀 

流动 ， 为 了 寻求 非 平凡 解 ， 从 这 组 方程 中 消去 p' 和 风 ， 得 到 

(sv 一 6) ?二 0?, 因此 ,5 二 v2 土 c<。 我们 将 取 正 号 : 

=vte; (92. 5) 


这 样 选择 符号 , 意味 着 将 按照 一 定 的 方向 选取 z 轴 的 正 向 ,以 后 还 
要 具体 说 明 这 种 取 法 .最 后 ,将 2 一 £= 一 c 代入 式 (92. 3) ， 可 得 
cp'=pv' 或 p 四 =cdp， 声速 是 气体 热力 学 状态 的 函数 ; 把 灶 s 
和 密度 p 看 成 基本 抽 热 力学 量 , 则 对 于 任何 一 个 给 定 的 等 箭 值 ,就 
可 以 将 声速 表示 为 密度 的 函数 e(o). 把 6c 理解 成 这 样 一 个 函数 ， 
可 以 写 出 


v= [eee= 至. (92. 6) 
p en 
这 个 公式 也 可 以 写 为 

| A (92. 7) 


在 这 个 公式 中 , 因 变 量 的 选择 仍旧 是 未 定 的 . 

公式 (92. 5) 和 (92. 6) 给 出 了 运动 方程 所 需 的 解 ， 如 果 已 知 销 
数 c(p)， 则 由 式 (92. 6) ， 就 可 以 计算 出 速度 ”作为 密度 的 函数 ， 
于 是 方程 (92. 5) 给 出 密度 为 z/t 的 隐 畏 数 ， 因 而 确定 了 其 余 各 量 
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对 xz/ 的 依赖 关系 . 
我 们 可 以 导出 由 此 得 到 的 解 的 若干 普遍 性 质 ， 将 方程 (92. 5) 
对 zz 微分, 则 得 


9p dw+oe) 
bo Te 1。 (92. 8) 


由 式 (92, 6), 可 得 2 十 c 的 导数 为 
dwio) cc ,dc_1 dpo). 


——— 


dp p dp p up 





但 
37 sl 
中 二 ~- 一 -一 二 一 二 
FTAN ap 32 ” 
微分 后 ,得 z . 
dlpe) _ sd(pe) 1 ‘(2 , 
dp “dp 27 \ap), 0 
因此 
d(v+e) 1 2 (5 
和 57) >0. (92. 10) 


于 是 从 式 (92. 8) 可 以 看 出 : 
下 9p 
当 tt 二 0 时 ， 有 二 = >00. 


由 于 3p/97= 二 c*9p/9x, 还 可 以 得 出 3z/3z>0. 最 后 ,我 们 有 25/34 
二 (c/p)3p/9z, 所 以 313z 盖 0、 于 是 下 列 不 等 式 成 立 : 

gap/ar>0, ep/93x>0, av/9z>0., (92. 11) 

如 果 对 于 给 定 的 气体 元 看 这 些 量 随 体积 的 变化 ， 而 不 是 对 于 

给 定 的 二 看 这 些 量 沿 x 轴 的 变化 ， 则 上 述 不 等 式 的 意义 就 更 消 想 

了 ， 这些 变化 由 对 时 间 的 全 导数 确定 ， 例 如 ， 对 于 密度 而 言 ， 利 

@ 在 这 里 所 讨论 的 自 相 似 流动 中 ， 时 间 :<e 的 情形 是 没有 意义 的 、 这 样 的 沪 

动 所 以 能 出 现 ， 只 是 由 于 在 点 z=0 处 ， 流动 的 初始 条 件 (t= 0) 中 的 某 些 奇 异性 ， 

所 以 ,只 有 当 4 之 0 时 才能 发 生 ( 在 本 例 , 活 骞 速度 在 :~0 时 有 间断 ， 也 可 参看 § 93). 
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用 连续 方程, 我 们 有 
”根据 不 等 式 (92. 11) 的 第 三 式 而 知 , dp/ dt 这 个 量 是 负 的 ， 因 而 
dp/ dt 也 是 负 的 , 即 
adap/ =<0, dp/ 到 < 二 0. (92. 12) 

仿 此 (利用 欧 拉 方 程 (92. 2)), 还 可 以 看 出 如 /由 <0; 但 是 , 这 
并 不 意味 着 速度 的 大 小 随时 间 而 减 小 , 因为 ”也 可 以 是 负 的 . 

不 等 式 (92. 12) 表明 : 任何 气体 元 的 密度 和 压力 随 着 气体 元 的 
运动 而 减 小 ， 换 名 话说 ， 当 气体 运动 时 ,气体 是 逐渐 变 得 笑 厂 的 . 
所 以 ,这 种 气体 流动 可 以 称 为 非 定 党 的 稀疏 波 . 

稀 蚁 波 只 能 沿 z 轴 传播 一 个 有 限 的 距离 这 可 以 从 公式 (92. 
5) 看 出 , 当 z> 土 co 时 ,公式 (92. 5) 将 给 出 无 限 大 的 速度 ， 但 这 是 
不 可 能 的 . 

现在 将 公式 (92. 5) 应 用 到 稀疏 波 所 占有 的 空间 区 域 的 边界 平 
面 上 去 ， 这 时 ，z/t 是 该 边 界 平面 相对 于 所 选 定 的 固定 坐标 系 的 
速度 ， 而 该 边界 平面 相对 于 气体 本 身 的 速度 为 (z/t) 一 v， 并 且 根 
据 式 (92. 5)， 这 个 速度 等 于 当地 声速 ， 这 就 意味 着 稀 玻 波 的 边界 
是 弱 间 断面 ， 因 此 ， 不 同情 形 下 的 自 相似 流动 是 由 稀疏 波 和 均 久 
流 区 域 所 组 成 的 ,而 这 些 区 域 是 以 弱 间断 面 为 分 界面 的 @. 

现在 可 以 看 出 , 式 (92. 5) 符 号 的 选择 是 对 应 于 : 假定 弱 间 断面 
相对 于 气体 沿 z 辆 的 正 向 运动 ， 不 等 式 (92. 11) 是 由 于 这 样 的 选 
择 而 产生 的 ,但 是 ,不 等 式 (92.12) 了 


p 


显然 不 依 闲 于 4 辆 的 方向 ， i 
在 实际 问题 中 ， 我 们 道 常 所 ”一 一 一 一 


关心 的 是 稀 芯 波 一 边 以 静止 气体 图 58 


(WD 当然 ,也 可 以 存在 以 数 波 为 分 界面 的 均匀 流动 区 域 ， 
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区 域 为 界 ， 设 静止 气体 区 域 (图 58 中 的 I 区 ) 在 稀疏 波 的 右面 . 
开 区 是 稀疏 波 ,而 II 区 是 以 恒定 速度 运动 的 气体 ， 图 中 箭头 说 明 
气体 以 及 稀疏 波 边界 (能 间断 面 ) 的 运动 方向 ; 间断 面 a 总 是 向 静 
止 气体 的 一 侧 运 动 的 ,但 间断 面 5 可 在 两 个 方向 上 运动 , 究竟 哪个 
方向 ， 依 稀 朴 波 中 所 达到 的 速度 而 定 (参看 问题 2) .假设 是 理 : 
想 气 体 ， 就 可 以 给 出 这 种 稀 朴 波 中 各 量 之 间 的 显 函数 关系 。 对 于 
绝热 过 程 , 有 pT ”= 常数 .因为 声速 正比 于 VT， 可 以 将 上 
述 关系 式 写 为 

p= po(c/c0) 05， (92. 13) 


以 此 式 代 入 积分 (92. 6), 得 
二 二 2 
v= 1 |= z 
积分 常数 要 这 样 选取 : 当 2"=0 时,c=co( 用 下 标 “0 表示 气体 静 目 
处 的 那个 点 上 的 值 ). 我 们 将 用 ”来 表达 所 有 的 量 , 应 该 记 住 ， 根 
据 上 述 各 个 区 域 的 情况 ， 气 体 速 度 是 沿 着 3 轴 的 负 同 ， 即 。<0. 


因此 


(c 一 Co); 





co 一 co 一 于 (2 一 De， (92. 14) 


上 式 给 出 了 用 气体 速度 来 表示 当地 声速 的 显 国 式 . 代入 式 (92. 
13), 求 得 密度 为 


2 po 1 一 寺 v-DI | (92. 15) 
用 类 似 方法 , 求 得 压力 为 
p= 于 0D (92. 16) 


后 ,将 式 (92. 14) 代入 公式 (92. 5), 得 


1v|= (0 -他 (92. 17) 


二 区 式 给 出 v 作为 zx 和 二 的 函数 ， 
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根据 定义 , 量 o 不 可 能 是 负 的 ， 于 是 ， 我 们 可 以 从 式 (92, 14) 

得 出 重要 的 结论 :速度 必须 满足 不 等 式 
12| <200/ (7 —D); (92. 18) 

当 速 度 达 到 极限 值 时 , 气体 密度 (以 及 p 和 0。 ) 就 变 为 零 ， 因 此 , 原 
来 处 于 静止 ,后 来 又 在 稀疏 波 中 作 非 定常 膨胀 的 气体 , 只 能 加 速 到 
不 超过 2co/ (p—1) 的 速度 . 

在 本 节 一 开始 ， 我 们 就 已 经 提 到 过 一 个 自 相似 流动 的 简单 例 
子 ,就 是 在 圆柱 形 管 道中 , 当 活 塞 开始 以 等 速度 运动 时 所 产生 的 流 
动 ， 如 果 活 塞 在 管道 内 向 外 运动 , 则 产生 稀疏 作用 , 从 而 形成 上 述 
那 种 稀 杉 波 . 但 是 , 如果 活塞 向 内 运动 , 则 压缩 活塞 前 面 的 气体 , 这 
时 只 能 靠 一 个 激 波 来 实现 向 原来 较 低 的 压力 过 渡 ; 事 实 上 ,在 管道 
中 向 内 运动 的 活塞 前 面 ， 的 确 形 成 了 一 个 激 波 (参看 本 节 问 题 )@9， 


问 题 


问题 1，、 设 理想 气体 充满 半 无 限 圆 柱 形 管道 , 一端 以 活塞 为 界 . 在 初始 时 
刻 ， 活 塞 开始 以 等 速度 U 向 理想 气体 一 端 推进 . 试 确 定 由 此 产生 的 气体 
流动 ， 

解 : 在 活塞 前 面 形 成 一 个 激 波 , 并 沿 管道 运动 .在 初始 时 刻 ， 这 个 激 波 
和 活塞 重合 ,但 是 在 以 后 的 时 间 过 程 中 , 激 波 在 活塞 的 前 面 , 并且 有 一 个 气体 
区 戌 介 于 两 玫 之 问 (2 区}， 在 激 波 六 面 (1 区 ), 气体 压力 等 于 其 初始 值 Pi， 
同时 气体 相对 于 管道 的 速度 为 誉 .在 2 区 , 气体 均 以 党 速度 运动 ， 其 速度 学 


Q@ 我 们 还 可 以 提出 一 个 相 类 似 的 三 维 自 相 似 运 动 : 即 由 均匀 脱 胀 球 所 引起 的 中 
心 对 称 的 气体 流动 ， 在 膨胀 球 的 前 面 形成 一 个 等 速 扩 张 的 球面 汶 波 .与 一 维 情 有形 中 
遇 到 的 情况 不 同 , 球 与 激 波 之 间 气 体 的 速度 不 是 均匀 的 : 用 以 确定 气体 速度 作为 比值 
r/t 函数 的 方程 (由 此 还 可 以 得 出 激 波 传播 的 速率 ) 不 能 解析 地 积分 出 来 . 

JI.1. 谢 道 天 (1945) 和 G.I. 达 勒 (1946) 已 经 讨论 过 这 个 问题 ， 参 闷 L. I. Sedov， 
Similarity and Dimensional Methods in Mechanics, Cleaver-Hume Press, 
London 1959 (有 中 译本 ， 科 学 出 版 社 1982); G. I. Taylor， Proceedings of the 
Royal Socicty, A 186, 273, 1946, 
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于 活塞 的 速度 U (图 59). 因此 ,1 区 和 2 区 之 问 的 速度 差 也 是 DV， 并 且 根 据 
公式 (82.7) 和 (85. 了 1), 可 以 写 出 
VU=~M (ps—p1) (Vi~ Va) 
= (p2—p1) V2V /Ey — DP (y+ 72]. 
于 是 ,活塞 与 激 波 之 间 的 气体 压力 p: 由 下 式 求 出 : 


=1+?(Y bt i 
和 16c ， 


知道 了 ps 由 公式 (85. 4) 就 可 以 算出 激 波 相对 于 它 两 进 气 体 的 速度 ， 因 为 气 
体 ] 是 静止 的 ,所 以 激 波 相对 于 它 的 速度 就 竺 于 激 波 沿 管 道 传播 的 速度 ， 如 
果 yz 坐标 ( 沿 着 管道 ) 是 从 活塞 的 初始 位 置 虽 起 的 (气体 在 z>0 的 一 边 )， 我 
们 求 得 二 时 刻 的 激 波 位 置 为 


i ，- j | 2712 4 ww2 
= 一 引 林 (0 FDU 4 二 CD U:1 ci 


而 活塞 的 位 置 为 





co x 


2 


py 


汪汪 图 59 图 60 有 
问题 2， 与 问题 1 相同 , 但 活塞 在 管道 内 以 速度 忆 向 背离 气体 方向 运动 . 
解 ， 活 塞 连 着 一 个 沿 z 轴 的 负 向 以 等 速度 一 Z〈 即 活塞 的 速度 ) 运动 的 
气体 区 域 ( 图 60a 中 1 区)， 共 后 面 跟着 一 个 稀 朴 波 (2), 在 稀 玻 汉中 ,气体 请 
z 轴 的 负 向 运动 , 气体 的 速度 按照 式 (92.7) 线性 地 从 一 0 变 到 零 ， 压 力 按 赂 
式 (92.16) 变化 , 从 气体 1 中 的 p= po ! 一 二 人? 一 DO/e 中 “”” 变 到 静止 


气体 3 中 的 Ppp， 条 件 v= 一 UU 给 出 1 区 和 2 区 的 分 界面 ; 根据 并;92.17)， 我 
。I45 。 





们 有 
=| ov tD v= (0 
2 j 


其 中 c 是 气体 1 的 声速 在 2 区 和 3 区 的 分 界面 上 ,2 一 0， 所 以 分 界面 的 z 
三 Cot， 这 两 个 分 界面 都 是 弱 间 断面 ; 第 二 个 总 是 向 右 传播 的 ( 即 离开 活塞 
的 ), 而 第 一 个 殉 可 以 向 右 传播 (如 图 60a 所 示 )， 也 可 以 向 左 传播 (如 果 活 塞 
速度 C0200/ (7 十 1)). 

只 有 当 已 <2co/ (> 十 1 时 ,才能 出 现 刚才 所 描绘 的 流动 图 象 ， 如果 7 > 
2co/ (Y 十 了 ), 人 则 在 活塞 前 面 形成 一 个 真空 区 (气体 跟 不 上 活 赛 )， 真 空 区 从 活 
塞 延 伸 到 点 

X=—2c0t/(y—1) 
(图 602 中 1 区 )， 在 这 个 点 上 ， 

0 一 一 2co/ (y—1); 
然后 跟着 2 区 ,在 2 区 中 的 点 zx=cf 处 ,气体 的 速度 一 直下 降 到 零 ， 最 后 便 
是 气体 处 于 静 灶 状态 的 3 区 了 . 

问题 3， 设 气体 充满 半 无 限 长 圆柱 形 管道 (z>0) 其 一 端 以 阀门 为 界 , 在 
1 一 0 时 ,打开 阀门 ,让 气体 流入 外 部 介质 ， 而 外 部 介质 的 压力 ? Ze 小 于 管道 内 
的 初始 压力 Pp， 试 确定 由 此 产生 的 气体 流动 . 

解 : 设 一 v。 0 (92. 16) 与 外 部 压力 pe 对 应 的 气体 速度 ; 当 z 一 0 
和 >>0 时 ,必须 有 2=: 一 %， 如 果 ze<2co/(? 十 1)， 则 速度 分 布 如 图 6164 所 
示 ， 当 vw。 二 2co/ a 体 流出 的 速度 ， 等 于 管道 出 日 处 的 当地 
声速 ;只 要 在 公式 (92.14) 中 令 v=c, 很 容易 得 出 这 一 红 台 )， 等 速 区 域 消 失 
了 ,于 是 得 到 图 612 所 示 的 图 象 ， 在 上 述 条 件 下 ,; 量 2co/ (? 十 1) 是 气体 从 管 
道中 流出 的 最 大 可 能 的 速度 ， 如 果 外 部 压力 p。 满足 下 式 : 


pe<pof2/ y+ 1) 1, 0) 

则 相应 的 气体 速度 超过 2co/ (? 十 1) .实际 上 ， 管 道 出 口 处 的 压力 仍然 筝 于 
(0) : #9 
{b) 


is|x 


。 I46 。 








其 极限 值 ( 即 式 (1) 的 右边 ), 并 且 流 出 的 速度 应 该 是 2co/ (? 十 DJ; 剩 下 的 压 - 


力 降 ( 降 到 ?。) 发 生 在 外 部 介质 中 . 
问题 4， 设 一 由 活塞 分 开 的 无 限 管道 ,在 xz<0 的 一 边 , 初始 时 刻 充满 压 


力 为 po 的 气体 ,而 另 一 边 , 则 是 真空 。 试 确定 活塞 随 气体 膨胀 的 运动 . 
解 ; 在 气体 中 形成 一 稀 醇 波 ， 其 边界 之 一 随 活塞 向 右 运 动 ,而 另 一 边界 
则 向 左 运 动 ， 活 塞 的 运动 方程 为 
MildL1 /dt 一 P| 1 一 各 (一 1)U/oo | 
其 中 , U 是 活塞 的 速度 ,mx 是 活塞 每 单位 面积 的 质量 ， 积 分 后 得 
有 2c。 性 (?# 十 1) 2 —-(y~1)(y+1) 
v0 = [+ 2mco | } 


问题 5. 试 确定 等 温 自 相似 稀 蕊 波 中 的 气体 流动 . 
解 ， 等 温 声速 为 cr 二 ~ C98/3p)r =~V BT/L, 在 恒定 温度 下 , cz 一 常数 
=cr。。 根据 公式 (92.5) 和 (92.6), 则 得 
2 一 Cyoln (Pp/ po) 一 Croln (p/920) = (2/ 4) 一 Cro， 


2yi(y~1) 


4 93， 初 始 条 件 中 的 间断 

气体 中 出 现 间断 面 的 最 重要 原因 之 一 ， 就 是 在 初始 条 件 中 可 
能 有 间断 , 一 般 说 来 , 初始 条 件 ( 即 初始 的 速度 分 布 、 压 力 分 布 等 
是 可 以 任意 规定 的 ， 特 别 是 ,初始 条 件 不 必 处 处 是 连续 的 ,而 可 以 
在 各 种 各 样 的 曲面 上 是 间断 的 ， 例 如 ， 在 某 个 时 刻 将 两 团 压力 不 
同 的 气体 放 在 一 起 ， 那 么 它们 的 接触 面 就 是 初始 压力 分 布 的 一 个 
间断 面 . 

”重要 的 是 :初始 条 件 中 各 种 量 的 间断 (或 如 以 后 所 称 的 初始 间 
断 ) 可 以 具有 任何 数值 , 相互 之 间 不 必 存 在 任何 关系 ， 但 是 我 们 知 
道 ,在 气体 中 稳定 的 间断 面 上 需要 满足 一 定 的 条 件 ; 例如 ， 激 波 上 
窗 度 和 压力 的 间断 由 激 波 绝热 曲线 联系 . 因此 很 清楚 , 如 果 在 初始 
间断 中 不 满足 这 些 条 件 , 则 在 以 后 的 时 间 中 ,初始 间断 面 就 不 可 能 
继续 成 为 一 个 间断 面 ， 而 一 般 说 来 ， 初 始 间断 面 要 分 裂 成 几 个 间 
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断面 ,每 一 个 都 是 一 种 可 能 类 型 的 间断 面 ( 激 波 、 切 向 间断 面 、 弱 间 
断面 ); 在 时 间 过 程 中 ， 这 些 间 断面 之 间 是 越 离 越 远 的 ， 关 于 任意 
间断 面 的 演变 过 程 , H, E. 柯 钦 (1926) 曾 作出 一 般 性 的 讨论 ， 

在 初始 时 刻 ;==0 之 后 的 - 个 很 短 的 时 间 间 隔 内 , 由 初始 间断 
面 形成 的 这 些 间 断面 还 离开 不 远 , 于 是 ,所 讨论 的 芒 动 发 生 在 邻接 
二 淄 始 间断 面 的 一 个 比较 小 的 范 肝 内 ， 照 例 ， 讨 论 由 初始 间断 面 
上 分 割 出 来 的 各 个 小 部 分 就 足够 了 ， 其 中 每 一 个 部 分 都 可 以 当成 
正面， 因此 ,我 们 只 需要 讨论 平面 的 间断 面 ,并 将 其 取 成 yz 平面 . 
根据 对 称 性 , 这 些 由 初始 间断 面 形 成 的 间断 面 显 然 也 是 平面 ,而 且 
垂直 于 xz 轴 ， 流动 图 象 将 只 依赖 于 坐标 z (以 及 时 间 )， 所 以 问题 
是 一 维 的 ， 这 里 没有 长 度 和 时 间 的 特征 参数 ， 因 而 是 一 个 自 相似 
的 问题 ,并 且 可 以 利用 § 92 所 得 到 的 结果 . 

由 初始 间断 形成 的 间断 面 ,显然 一 定 会 离开 它们 形成 的 地 点 ， 
即 离开 初始 间断 的 位置， 不 难看 出 ,在 每 一 个 方向 (z 轴 的 正 向 和 
负 疝 ) 上 , 不 是 一 个 激 波 在 运动 ， 就 是 一 对 作为 稀 蔬 波 边 界 的 弱 间 
断面 在 运动 ， 因 为 , 譬如 说 , 如 果 上 =0 时 在 同一 点 形成 两 个 激 波 ， 
并 且 都 沿 着 工 轴 的 正 向 传播 ， 则 前 面 的 数 波 将 比 后 面 的 激 波 运动 
得 更 快 ， 但 是 , 根据 激 波 的 一 般 性 质 , 前 面 的 激 波 相对 于 它 后 面 的 
气体 ,是 以 小 于 该 气体 声速 c 的 速度 运动 ,而 后 面 的 激 波 相对 于 同 
一 气体 , 则 是 以 大 于 该 气体 声速 “的 速度 运动 (在 两 个 激 波 之 间 的 
区 域 中 , c 是 相同 的 )， 即 后 面 的 激 波 一 定 会 赶 上 前 面 的 激 波 ， 根 
据 同 样 的 理由 , 一 个 激 波 和 一 个 稀 想 波 不 可 能 沿 同一 方向 传播 ;为 
了 看 清楚 这 一 点 ， 只 需 指出 弱 间 断面 是 以 声速 相对 于 其 两 侧 的 气 
体 而 运动 的 ， 最 后 ， 同 一 时 间 形 成 的 两 个 稀 芍 波 是 不 可 能 分 离开 
去 的 , 因为 两 个 稀 玻 波 后 阵 面 的 速度 是 相同 的 ， 

像 激 六 和 稀 足 波 一 样 , 一般 说 来 ,初始 间断 面 也 一 定 会 形成 一 
个 切 向 间断 面 ， 如 果 横 向 速度 分 量 2,，2 在 初始 间断 面 上 间 断 ， 
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则 切 向 间断 面 必然 出 现 ， 因 为 这 些 速 度 分 量 在 激 波 和 稀疏 波 寺 是 
不 改变 的 ,所 以 vy 和 2 的 间断 总 是 发 生 在 切 向 间断 面 上 ， 这 种 切 
向 间断 面 停留 在 初始 间断 面 的 位 置 ; 在 切 向 间断 面 的 两 边 ,vy 和 。。 
是 不 变 的 (当然 ,由 于 切 向 速度 间断 的 不 稳定 性 ， 实 际 上 将 使 得 它 
逐渐 变 得 平滑 化 而 成 为 一 个 潜流 区 ). 

但 是 ， 即 使 w 和 vw 在 初始 闻 断 面 上 是 连续 的 (可 令 只 为 
零 而 不 失 普 遍 性 )， 切 向 间断 面 也 一 定 会 出 现 ， 这 一 点 说 明 如 下 : 
因为 由 初始 间断 形成 的 间断 面 ， 一 定 可 以 实现 从 初始 间断 面 一 边 
给 定 的 气体 状态 1 过 渡 到 另 一 边 给 定 的 状态 2， 气 体 的 状态 由 三 
个 独立 变量 决定 ， 例 如 D 、o 和 v=v， 于 是 ， 为 了 通过 某 种 间断 
面 ,使 状态 1 过 渡 到 任意 的 状态 2 ,就 必须 具有 三 个 任意 参数 ， 但 
是 我 们 知道 , 在 给 定 了 热力 学 状态 的 气体 中 , 一 个 垂直 于 气流 方向 
传 抵 与 激 波 由 一 -个 参数 就 可 完全 确定 (8 82)， 对 稀 下 波 也 有 同 样 
的 结论 ;正如 我 们 从 公式 (92. 14) 一 (92. 16) 所 看 到 的 , 当 进 入 稀疏 
波 的 气体 的 状态 给 定时 ， 则 从 稀疏 波 出 来 的 气体 状态 由 一 个 参数 
就 可 以 完全 确定 ， 而 且 我 们 已 经 知道 ， 沿 每 一 个 方向 最 多 只 可 能 
有 一 个 波 ( 稀 访 波 或 激 波 ) 传 播 ， 因 此 ， 能 够 听任 我 们 处 理 的 只 有 
两 个 参数 , 这 是 不 够 的 . 

在 初始 间断 面 位 置 上 有 形成 的 切 向 间断 面 提供 了 所 需 的 第 三 
参数 ， 在 切 向 间断 面 上 , 压力 仍然 是 连续 的 ， 而 密度 是 间断 的 ( 因 
而 温度 和 烂 也 是 这 样 )， 切 向 间断 面相 对 于 它 两 边 的 气体 是 不 动 
的 , 因此 , 上 面 关 于 两 个 同 向 传播 波 “ 追 赶 " 的 讨论 不 适用 于 切 向 间 
和 : 

因为 没有 穿 过 切 向 间断 面 的 气体 运动 ， 所 以 切 向 间断 面 两 边 
的 气体 不 会 混合 ;在 下 面 列举 的 所 岗子 中 两 边 的 气体 可 以 是 不 
同 的 物质 . 


图 62 示意 地 画 出 了 初始 则 上 到 涩 解 后 的 所 有 可 能 类 型， 实 
“ 7379 。 
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一 激 波 。 ---- 切 向 间断 面 。 ………… 弱 间断 面 
图 62 


线 表示 压力 沿 z 轴 的 变化 ; 密度 变化 应 该 由 一 条 类 似 的 曲线 表示 ， 
差别 只 在 于 密度 在 切 向 间断 面 上 还 有 一 个 跃 变 ， 垂 直线 表示 所 形 
成 的 间断 面 , 而 箭头 表示 间断 面 的 传播 方向 以 及 气流 的 方向 . 坐标 
系 总 是 这 么 选取 : 使 得 切 向 间断 面 连同 与 它 邻 接 的 3 区 和 3’ 区 中 
气体 处 于 静止 状态 ， 在 最 左面 的 1 区 和 最 右面 的 2 区 中 ， 气 体 的 
压力 ,密度 和 速度 , 是 这 些 量 在 1=0 时 初始 间断 面 两 边 的 值 . 

第 一 种 情形 记 作 1->S.7S.,( 图 62a)， 在 这 种 情形 下 ,初始 间 
断面 7 给 出 两 个 朝 相 反方 向 传播 的 激 波 8， 以 及 在 它们 之 间 的 一 
个 切 向 间断 面 了 了 ， 这 种 情形 出 现在 两 团 气 体 以 很 大 的 相对 速度 碰 
撞 的 时 候 ， 

在 I>S.TR,( 图 62b) 的 情形 下 , 沿 波 在 切 向 闻 断 面 的 一 侧 传 
播 ,同时 一 个 稀 疏 波 卫 在 切 向 间断 面 的 另 一 侧 传 播 ， 例 如 ,在 初始 
时 刻 ， 如 果 两 团 气体 相对 静 此 gz 全 ,0)， 并 在 不 同 压力 下 两 团 
气体 相 接触 时 ,就 会 出 现 这 生计 彩 . 其实 ,在 图 62 所 示 的 四 种 情形 
中 , 只 有 第 二 种 情形 是 气 /和民 和 气体 2 朝 同一 方向 运动 的 ， 因而 ， 
J 是 可 能 的 ， 《人 ~ 说 








在 第 三 种 情形 中 (1>R.TR,, 图 62c)， 在 切 向 间断 面 的 每 一 
侧 传播 着 稀 朴 波 . 如 果 气 体 1 和 气体 2 可 以 足够 大 的 相对 速度 va 一 
v1 分离 , 则 在 稀疏 波 中 , 压力 可 减 小 到 零 ， 于 是 ， 我 们 得 到 图 62d 
的 图 象 ; 且 在 4 区 和 4 区 之 间 形 成 一 个 真空 区 3 . 
利用 初始 间断 的 参数 ， 可 以 导出 确定 初始 间断 分 解 特性 的 解 
析 条 件 ， 我 们 将 在 所 有 的 情形 中 假定 加 >pi， 同 时 取 2z 轴 的 正 同 
由 1 区 指向 2 区 (如 图 62). 
因为 初始 间断 面 两 侧 的 气体 可 以 是 不 同 的 物质 ， 所 以 将 它们 
区 分 为 气体 1 和 气体 2 
(1) I>STS,. 设 ps 二 pg.Vs 和 Vs 是 新 产生 的 3 区 和 3 区 
中 的 压力 和 比 容 ， 于 是 有 ps> ps>p, 同时 , 在 通过 (p1，V1) 和 (po 
Ps) 的 两 条 激 波 绝热 曲线 上 ， 比 容 Vs 和 V's 分 别 是 具有 同一 纵 坐 
标 ps 的 两 个 点 的 横 坐 标 ， 因 为 3 区 和 3' 区 的 气体 在 所 选 的 坐标 
系 中 是 静止 的 ,所 以 可 以 利用 公式 (82. 7), 分 别 得 出 沿 > 轴 的 正 向 
和 负 问 的 速度 2 和 22: | 
vi = (ps—p) (Vi—Vs) , v2=—M (zs 一 pz) (Ve— Vs). 
对 于 给 定 的 p! 和 za， 与 最 初 假 定 (ps 记 8: 放 pi) 不 相 蔬 盾 的 最 小 的 
ps 值 等 于 ps， 而 且 , 因为 差 值 v1 一 vs 是 ps 的 单调 增 函 数 ， 所 以 求 
得 所 需 的 不 等 式 为 \ 
vi—v > (pep) (VV) (98. 1) 
其 中 六 表示 气体 1 通过 点 (p1, 了 7 了 1) 的 激 波 绝热 曲线 上 纵 坐 标 为 Za 
的 点 的 横 坐 标 ， 从 公式 (85. 1) (其 中 由 六 代替 ) 计 算出 VY， 则 
得 到 关于 理想 气体 的 条 件 (93. 1) 有 如 下 形式 
V1—V2> (ps— A prt (y+1)p]. (93. 2) 
应 该 指出 : 由 式 (93. 惟 羡 一 2 的 可 能 值 所 确定 
的 界限 ,显然 不 依 恒 芒 星 夺取 VE 书 
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1 区 中 的 气体 速度 
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仍 是 
11 =^/ (ps— 9p1) (Vi—Vs) 9» 
间 时 根据 式 (92.7) ,速度 在 稀 玻 波 4 中 总 的 改变 量 为 


?2 2 
22 =| ~/—dpadV. 
p3 


对 于 给 定 的 2: 和 2 的 值 ，?Zs 的 值 可 以 位 于 它们 之 间 ， 在 差 值 v 
一 V2 中 , 先 以 7, 代替 ps, 再 以 ps 代替 ps, 则 得 到 条 件 z 


?a UC ER 
| MV—dpdV <V 一 02 < (2 一 2 ) (Ve—V): (93. 3) 
?1 


其 中 ,V' 具 有 和 上 面 情形 同样 的 意义 ; 差 值 一 "的 上 限 应 该 对 气 
体 1 进行 计算 ,而 下 限 则 对 气体 2 进行 计算 .对 于 理想 气体 , 则 有 


{7o—1)/27Y 
a 2c, 1— a 2 “|< 
2 = D2 


<(ps—pi)N2V, /LO —1)pi+(y1 + 1)p,], (93. 4) 
其 中 ，c， 一 Vs V。 是 状态 为 (p2,V,) 的 气体 2 中 的 声速 . 
(3) 1 一 RTR,， 这 里 22 盖 轨 盖 和 一 人 3 二 0. 按照 同样 的 方 
法 , 求 得 出 现 这 种 情形 的 下 述 条 件 : 
-| Np -| "v= <ti—vs 








| apdy. \ (93. 5) 
Pp | 


第 一 部 分 的 头 一 个 积分 是 对 气体 1 进行 计算 的 ， 而 其 余 的 积分 是 
对 气体 2 进行 计算 的 ， 对 于 理想 气体 , 则 有 
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则 在 稀 栈 波 (1>ReVR,) 之 间 形 成 一 个 真空 区 
初始 条 件 的 间断 问题 包括 着 平面 间断 面 之 间 的 各 种 碰撞 情 
形 ， 在 磁 檀 的 瞬间 , 两 个 间断 平面 重合 ， 并 形成 某 种 初始 FF 六 ， 
然后 导致 上 述 某 种 图 象 ， 例 如 ， 两 个 激 波 的 碰撞 产生 出 另外 两 个 
激 波 , 这 两 个 新 产生 的 激 波 从 停留 在 其 间 的 切 向 间断 面 出 发 : 3。 
S.>S.TS,， 当 一 个 激 波 赶 上 另 一 个 激 波 时 ,存在 着 两 种 可 能 
SS >S.TS, 和 SS,—>RTS,. 
在 这 两 种 情形 中 , 都 有 一 个 激 波 沿 着 原来 的 方向 继续 前 进 ， 
激 波 从 切 向 间断 面 (两 种 介质 的 分 界面 ) 反 射 和 透射 的 问题 也 
属于 这 种 问题 ， 这 时 两 种 可 能 的 情形 是 ; 
ST->STS, 和 ST->R.T5,. 
透射 进入 第 二 种 介质 的 波 总 是 一 个 沿 波 (也 可 参看 本 第 的 问题 )D， 








问 题 

问题 1， 设 -一平 面 激 波 从 刚性 的 平面 上 反射 回来 . 试 确 它 反射 波 后 面 的 
气体 正 为 (0, B. 供 兹 去 洛 兴 (C. B. Hamatin0B),1935). 

解 ， 当 一 个 激 波 入 射 在 刚性 璧 面 上 时 ， 产 生 一 个 反射 激 波 , 朝 离开 固 後 
的 方向 传播 ， 我 们 用 下 标 1,2 和 3 分别 表示 入 射 油 波 前 方 未 经 扰动 的 气体 、 
入 射 激 波 后 方 的 气体 ( 它 也 是 反射 激 波 前 方 的 气体 ) 以 及 反射 激 波 后 方 的 气 
体 中 的 量 ; 见 图 63, 其 中 箭头 指示 激 波 运动 和 气体 本 身 运动 的 方向 ， 邻 接 于 
固 壁 的 1 区 和 3 区 中 的 气体 都 是 相对 于 固 壁 而 静止 的 ， 在 人 射 激 波 和 反射 
激 波 中 , 间断 面 两 侧 气 体 的 相对 速度 是 相同 的 ， 并 且 等 于 气体 2 的 速度 ， 对 





人 为 了 完备 起 见 , 还 应 该 指出 ;: 当 茹 波 与 弱 …… 断 面 碰撞 时 :这 个 问题 站 属于 这 里 
所 讨论 的 自 相似 类 型 的 问题 ), 则 激 波 继续 沿 原来 的 方向 传播 ,但 是 , 在 激 波 的 后 面 , 还 
有 一 个 原来 类 型 的 弱 间 断面 和 一 个 弱 切 向 间断 面 (参看 $》 89 本 )， 
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这 相对 速度 应 用 公式 (92.7), 于 是 得 (ps 一 PD) (Vi 一 V2) = (ps 一 p2) (ra 一 Fa)， 
对 于 每 一 个 激 波 , 激 波 绝热 方程 (85. 1) 给 出 ; 
1 


V2_ (» 十 1) pi1 一 (yp—Dy: — 
Vi py—Dp+ (y+1) 2 


Vs_ yiDPpT -Dp 
Vi (? 一 1) 22 十 (vy 二 1) ps 


我 们 可 以 从 上 述 三 个 方程 消去 比 容 , 其 结果 为 -a ,sb 
(ps— p2) :L(y 二 DD p+ (yO—1)p2] 
一 (22 一 加 )2[(? 十 1)2s 十 (7 一 123]， 图 63 


这 是 一 个 关于 ps 的 二 次 方程 , 它 有 平凡 根 ps 二 Pp1; 消去 ps 一 Di 则 得 


ps 39—Dp—(y— Dp 
ps (Dp (y+i)p 


用 此 式 , 可 由 p, 和 ?2 确定 Ps. 在 非常 强 的 入 射 激 波 的 极限 情形 下 ， ps= (3? 
一 1)ps/ (y 一 1), 而 对 于 弱 激 波 , 则 有 ps 一 ps 二 ps 一 D1 这 相当 于 声波 近似 ， 
问题 ?， 试 求 激 波 从 两 种 气体 的 分 界 平面 上 反射 的 条 件 . 
解 : 设 在 激 波 (在 气体 2 中 传播 ) 人 射 到 分 界面 以 前 ,71 二 22, 让 ,Vz 是 两 
种 介质 的 压力 和 比 容 , 而 pz, 7: 是 激 波 后 方 的 压力 和 比 容 ， 使 反射 波 成 为 激 
波 的 条 件 , 可 用 不 等 式 (93. 2) 来 确定 , 不 过 , 此 时 必须 令 
0 一 0 一 人 (Pa 一 1 (7 一 aa) ， 
如 将 所 有 的 量 用 压力 比 pz/P 和 初始 比 容 FFz 来 表示 则 得 
Vi Vs 
(Vit1) p/P + (yi—1) | 十 (2 一 1) 


8$ 94， 一- 维 行 波 

在 $63 中 讨论 声波 时 ,我 们 假定 波 中 的 波幅 是 很 小 的, 所 以 ， 
运动 方程 是 线性 的 ， 并 且 是 容易 求解 的 ， 这 些 方 程 的 特 解 是 x 士 
ct 的 任意 函数 (平面 波 ), 它 对 应 于 保持 波 型 不 变 并 以 速度 c 传播 
的 行 波 ， 上 所 谓 波 型 是 指 密度 、 速 度 等 沿 传 播 方向 的 分 布 ， 因 为 在 
这 种 行 波 中 ， 速 度 2、 密度 p 和 压力 p (以 及 其 余 的 量 ) 都 是 同一 
个 量 z 士 ct 的 函数 ,因此 ,它们 可 以 彼此 表示 成 不 显 含 坐标 和 时 间 
的 医 数 [如 p=P(P),v= 二 2(7p), 等 等 ]. 
"154 。 
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当 波 幅 不 一 定 很 小 时 ， 这 些 简单 关系 就 不 成 立 了 ， 但 是 我 们 
发 现 , 可 以 求 出 以 平面 行 波形 式 表 示 的 精确 的 运动 方程 的 通 解 ,而 
这 种 平面 行 波形 式 , 是 小 波幅 所 适用 的 近似 方程 的 解 f(z 士 ct) 的 
推广 ， 为 了 导出 这 夭 解 ， 我 们 将 从 下 述 条 件 开始 ， 即 对 于 任意 大 
小 波幅 的 波 ,速度 均 可 以 表示 成 密度 的 函数 . 

在 不 出 现 激 波 的 条 件 下 ， 流 动 是 绝热 的 ， 如 果 气 体 在 某 个 初 
始 时 刻 是 均匀 的 (特别 重要 的 是 ,此 时 有 s 二 常数 ), 则 不 论 什么 时 
刻 都 有 s = 常数 ， 我 们 在 下 面 就 将 这 样 假定 . / 

沿 z 方 向 传播 的 平面 声波 ,所 有 的 量 都 只 依赖 于 zx 和: ， 同时 
对 于 速度 而 言 , 有 vs 二 2,9y =2; 一 0. 所 以 ,连续 方程 为 





gp ou- (oo) 二 
ot ,97 = 
欧 拉 方程 为 . 
a av 1 9p 
| Fit 吕方 9x 
2 只 是 p 的 函数 ， 利用 这 一 点 , 可 以 将 上 述 两 个 方程 写 为 ， 
gp ,dl(p2) 3p a, | 
tp a 
7 ed 
因为 
:9pyBi : _ /9x 
: . gap/ar SE 
所 以 ,由 方程 (94. 1) 得 : 
dx\ _d(pv) Co 
加 局 dp ”Pap 
类 似 地 , 由 方程 (94. 2) 得 





Pe 


? 为 常数 的 导数 根 同 ， 即 ( 叶 ) 一 ( 荔 ),, 于 是 p 名 一 方 名. 写 出 


dp _ Ap dp 7 专 各 
dv ~ CD dy C 7? 我 们 一 土 因 此 


0= ,fe = 十 | 公 . (94. 4) 
电 此 给 出 波 中 速度 和 密度 或 压力 之 闻 的 普遍 关系 式 @. 
其 次 , 联 立 式 (94. 3) 和 (94. 全， 可 求 出 (区 =9 十 二 名 一 ?二 


pdv 
c(v), 或 者 ， 积分 后 得 
z=t[v+tc(v)]+f(»), C94. 5) 
其 中 了 (zw) 是 速度 的 任意 函数 ,而 ce(v) 由 公式 (94. 4) 确 定 . 

公式 (94. 4) 和 (94. 5) 给 出 了 所 要 求 的 通 解 (B. 黎 曼 ,1860). 
这 些 公式 确定 出 速度 (因而 确定 所 有 鞭 余 的 量 ) 作 为 x 和 的 隐 函 
数 关系 , 即 每 一 个 时 刻 的 波 型 ， 对 于 任何 给 定 的 v 值 , 我 们 有 z= 
ci 十 5 即 速度 共有 给 定 值 的 点 作 等 速 运动 ; 在 这 种 章 义 上 , 所 得 的 
解 是 一 个 行 波 ， 公 式 (94. 5) 中 的 两 个 符号 对 应 于 沿 > 轴 的 正 向 和 
负 向 (相对 于 气体 ) 传 播 的 波 . 

由 解 式 (94. 4) 和 (94. 5) 所 描述 的 流动 ,通常 称 为 简单 波 ,以 后 


将 采用 这 个 名 词 ， 应 该 指出 ; $ 92 中 所 讨论 的 自 相 似 流动 是 这 种 


简单 波 的 特殊 情形 , 它 相 当 于 公式 (94. 5) 中 f(v) =0 的 情形 . 
在 理想 气体 的 情形 下 ,我们 可 以 给 出 简单 波 的 显 函 数 关系 ;为 

了 确定 起 见 , 我 们 假定 波 中 存在 一 个 2=0 的 点 ， 在 实际 问题 中 常 
常 遇 到 这 种 情形 ， 因 为 公式 (94. 4) 与 (92. 6) 相 同 , 所 以 ,按照 公式 
(92.14) 一 (92. 16) 类 准 , 得 

QD 在 小 波 旺 的 波 中 , p= po 十 p',， 于 是 式 (94. 4) 以 一 级 近似 给 出 v= cop’ /po( 其 
中 cs 一 cCpo)， 即 通常 的 公式 (63. 12)， 
日 了 和。 


人 


-人 





c =o 二 (7 一 DY (94. 6) 


p=pol 1 二 吉 (? 一 Dole i 和 四 
pn + 言 (yDo/eol 0 bh 
将 式 (94. 6) 代 入 (94. 5), 得 : 
\ st ot dy+ D0] + (94. 8) 


有 时 将 这 个 解 写成 下 列 形式 更 为 方便 ,并 
o=P|e—(+00t lo) (94. 9) 


其 中 ,是 易 一 个 任意 函数 . 

从 公式 (94.6) 和 (94.7) 还 可 以 看 出 (如 $92 中 一 样 ): 与 波 的 
传播 方向 (相对 于 气体 本 身 ) 相 反 的 速度 是 有 界 值 ; 对 于 沿 z 轴 的 
正 向 传播 的 波 , 我 们 有 

—v<200/ (7—D). | (94. 10) 

公式 (94. 4) 和 (94. 5) 所 描述 的 行 波 ， 本 质 上 不 同 于 小 波幅 极 

限 情形 所 得 到 前 行 小 ， 波 型 上 点 的 速度 为 

vce; (Mu.11) 
把 它 看 成 是 两 种 运动 的 要 加 也 许 很 方便 扰动 以 声速 相对 于 气体 
传播 ,以 及 气体 本 身 以 速度 .? 运动 .速度 4 现在 是 密度 的 函数 ， 
此 , % 在 波 型 的 不 同 点 上 是 不 同 的 ， 于 是 , 容 具 有 任意 波幅 的 平面 
波 的 一 般 情 形 中 ， 不 存在 固定 不 变 的 “ 波 速 >， 斌 然 波 型 中 不 同 点 
的 速度 是 不 同 的 , 那么 , 随 着 时 间 的 推移 , 波 型 必 将 改变 其 形状 . 

现在 来 研究 沿 z 轴 的 正 向 传播 的 波 ， 这 侍 4 二 z+o， 在 892 
中 ， 曾 经 计算 过 vw 十 c 对 密度 的 导数 ， 参 看 式 (92. 10)。 我们 已 看 
到 ; : 





e 了 了 57 : 





du ~ 
Ap 0. 


因此 ， 波 型 上 给 定点 的 密度 越 大 ， 其 传播 速度 就 越 大 如果 用 c? 
表示 密度 等 于 平衡 密度 po 时 的 声速 , 则 在 压缩 区 有 p> 之 pe 和 > 
co, 而 在 稀疏 区 有 Pp 三 po 和 cc 二 co。 

poo 





图 64 

波 型 中 不 同 点 的 速度 的 差异 , 将 引起 波 型 形状 随时 间 而 改变 ; 
压缩 区 的 点 前 移 ， 而 稀 玻 区 的 点 落后 (图 64b)， 最 后 ， 波 型 可 以 
变 得 这 样 ,以 致 函数 P(z) (i 给 定时 ) 不 再 是 单 值 的 了 ; 对 应 于 某 
个 z, 有 三 个 不 同 的 po 值 ( 图 64c 中 的 虚线 )， 当然 ,这 在 物理 上 是 
不 可 能 的 事实 上 ,在 p 为 非 单 值 的 地 方 将 形成 间断 面 , 因此 , 除 
了 间断 面 本 身 外 ,p 仍然 处 处 是 单 值 的 ， 于 是 , 波 型 具有 图 64c 中 
实 线 所 示 的 形状 ， 所 以 ， 在 相距 等 于 波长 的 那些 点 上 将 形成 间 
当 间 断面 形成 以 后 ， 波 就 不 再 是 简单 波 了 . 其 原因 可 以 简 述 


s 了 了。 





如 下 : 当 闻 断面 出 现时 , 波 从 这 些 间断 面 上 “反射 ?回来 ， 因 此 不 再 
是 一 个 单 向 的 行 小 了 ， 所 以 ,作为 整个 推理 基础 的 假定 , 即 各 量 之 
间 存 在 的 一 一 对 应 关系 , 一 般 说 来 不 再 成 立 了 . 
”如 $82 所 述 ,间断 ( 数 波 ) 的 出 现 将 导致 能 量 的 耗 散 ， 所 以 间 
断 的 形成 要 引起 波 的 显著 衰减 .从 图 64 可 以 看 出， 这 是 很 明显 
的 。 当 间断 形成 时 , 波 型 的 最 高 部 分 被 截 掉 了 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 
当 波 型 过 度 栓 曲 时 ， 其 高 度 变 小 ， 所 以 波 型 被 “ 麻 平 "成 波幅 匀 小 
的 波 型 , 即 波 受 到 了 衰减 . 
从 上 面 可 以 清楚 地 看 出 : 在 每 一 个 简章 波 中 ， 如 果 存在 着 密度 
沿 波 传播 方向 而 减 小 的 区 域 ， 则 景 终 一 定 要 形成 间断 ， 只 有 一 种 
情形 不 出 现 间 断 , 即 波 中 的 密度 沿 波 传播 的 方向 是 单调 增加 的 ( 例 
如 , 在 充满 气体 的 无 限 长 管道 中 , 当 活塞 在 管道 内 向 外 运动 时 ， 由 
此 形成 的 波 就 是 这 样 ;参看 本 节 末 的 问题 ). 
当 间断 形成 之 后 ， 虽 然 波 已 不 再 是 简单 波 ， 但 是 仍 可 以 用 解 
析 的 方法 确定 间断 形成 的 时 间 和 位 置 ， 我 们 知道 , 从 数学 上 来 计 ， 
问 断 的 产生 是 由 于 在 简单 波 中 ， 当 时 间 大 于 某 个 确定 的 值 如 时 ， 
量 2,p 和 ~ 都 变 成 了 xz 的 多 值 函数 (给 定时 ) ,而 在 :<to 时 ,这 些 
景 则 是 z 的 单 值 函数 ， 这 个 时 间 to 就 是 间断 形成 的 时 间 ， 从 几 
何 上 考虑 , 显而易见， 在 时 刻 io,v 随 * 变化 的 函数 曲线 (比如 说 ) 
在 某 一 点 z=zo 上 将 变 得 是 竖 向 的 ,这 个 点 ,从 好 就 是 函数 紧 接着 
成 为 多 值 函 数 的 那个 点 ， 从 解析 的 方面 来 说 ， 这 意味 着 导数 (3o/ 
3z), 变 成 无 限 大 ,而 (3z/3o)， 变 为 零 ， 同 样 ,显而易见 ,在 时 刻 to 
曲线 2=v(z) 必 须 在 竖 直 切线 的 两 边 ,否则 ,2(z) 早 就 变 成 多 值 子 
数 了 ， 换 名 话说， 点 #=% 一 定 不 是 函数 >(z) 的 极 值 点 ， 而 是 
一 个 拐点 ,因此 ,二 阶 导 数 (3z/3v?), 也 一 定 为 零 ， 所 以 ， 激 波形 
成 的 地 点 和 时 间 决 定 于 联 立 方程 组 : 
(dz/9v),=0, (9:x/9v’),=0 (94. 12) 
了 了 59 。 





如 系 理想 气体 ,这 些 方 程 就 是 
t=—2f (v)/ (+1), f'(v) =0, (94. 13) 
其 中 ,f(v) 是 出 现在 通 解 (94. 8) 中 的 函数 . 
如 果 简 单 波 以 静止 气体 为 界 ,并且 激 波 是 在 边界 上 形成 的 , 则 
这 些 条 件 需 要 修正 ， 在 这 种 情形 下 , 当 闻 断 出 现时 ,曲线 二 2 (7) 
也 必须 变 成 竖 向 的 ， 即 导数 (3z/3o), 必须 为 零 ， 但 是 ， 二 阶 导数 
不 一 定 变 为 零 ; 这 时 ,第 二 个 条 件 就 是 在 静止 气体 的 边界 上 速度 为 
零 , 所 以 当 v=0 时 , (39z/3v), =0， 根 据 这 些 条 件 ， 我 们 可 以 求 得 
形成 间断 面 的 时 间 和 地 点 的 显 式 . 将 式 (94. 5) 微 分 ,得 z 
t=~—f'(0) /an， z= 十 cot 十 f(0)， E (94. 14) 
其 中 oo 是 由 公式 (95. 2) 所 定义 的 量 % 在 ?一 0 时 的 值 对 于 理想 
气体 , 则 
一 一 2f (0)/(y+1). - 《94. 15) 


问 ;， 题 


习题 1， 设 理想 气体 充 福 半 无 限 贺 柱 形 管道 (z 汪 0), 管 的 一 端 以 活塞 为 
界 ， 在 时 间 t=0 有 时, 活塞 开始 以 等 加 速 的 速度 0= 土 et 运动 . 试 确定 由 此 
产生 的 流动 . 本 

解 : 如 果 活 塞 向 外 运动 (0 一 一 60)， 则 产生 一 简单 稀 琉 波 ,其 前 阵 而 穿 过 
静止 气体 以 速度 "。 向 右 传播 ; 在 2>cot 能 区 域 中 ， 气 体 是 静止 的 。 在 活塞 


的 表面 上 ， 气体 和 活塞 必 有 相同 的 速度 ， 著 当 ze! (>0) 时 ， 必 有 2 一 


—0t. 


这 个 条 件 给 台 出 式 (94. 中 的 函数 f (9): 
f(~ai)=—oo pats 
于 是 得 : 机 
2 一 | co + 六 (V+ Dv 一 fo) 一 co/a 十 计 7oz/a 加 
由 此 
。160。 








图 65 


-v=|e 十 言 (? 十 Dai| y 


-Vf + Dat| —2ap (et—o)} fy. es 


在 t=0 到 t=2co/(y 一 1)a 的 时 间 肉 ， 这 个 公式 给 出 活塞 与 波 的 前 阵 面 z 
二 cot 之 间 整 个 区 域内 (图 65a) 的 速度 变化 规律 ， 各 处 气体 的 速度 都 指向 左 
面 , 与 活塞 的 运动 方向 相同 , 并 且 速 度 的 大 小 沿 x 轴 的 正 向 单调 地 减少 ; 密度 
和 压力 则 沙 > 轴 的 正 向 单调 地 增加 ; ' 当 t 守 2c0/(y 一 D4 时 , 不 镖 式 (94.10) 
对 活塞 的 速度 不 再 上 成立, 因而 气体 不 可 能 再 跟着 活塞 一 起 运动 ， 于 是 ,: 在 紧 
接 活塞 的 一 个 区 域 中 形成 真空 ; 在 误 空 区 提 以 外 de (1) 从 
一 200/ (7 一 1) 减 小 到 零 . 

如 果 活 塞 向 内 运动 (J 二 at), 则 形成 一 简单 压缩 让; 只 要 政变 式 (中 
的 符号 ; 就 可 以 得 到 相应 的 解 (图 65b》. 但 是 它 只 适用 到 激 波 形成 以 前 ; 汶 
波 出 秽 的 时 辣 由 公式 (94.15) 确 定 ; 即 . . > ， 

1 一 2co/a(? 十 1 

问题 2， 与 问题 1 相册, 但 活 宕 可 按 任 全 一 种 规律 运动 ， 

. 解 : 投 在 :4 一 0 时。 活塞 开始 按 z 二 于 (让 的 规律 运动 ( 且 六 (0) =0); 其 
速度 为 0 二 X(t)。， 由 活塞 十 移 边界 条 件 《 当 z= 工时 ,v=0) 村 出 w 二 “(2)， 
fo) = 三 斩 一 名 tw t+DX CO | 如 果 现 在 把 # 当 作 参 数 , 则 这 两 个 


方程 以 参数 形式 确定 了 消 数 4(v)， 把 参数 记 作 *, 我 们 可 以 将 解 写 为 
2 一 六 (7T)， (1) 


z 一 不 (3) 十 (3 一 人 [eo + 寺 (y+DX’ 人) | 
在 由 活塞 运动 所 引起 的 简单 波 中 ， 方程 (1) 以 参数 形式 确定 出 所 要 求 的 函数 


2 (8 NX), 


61。 





问题 3， 斌 确定 当 活塞 (问题 1 ) 按 规律 V=at"(n>0) 运动 时 激 波形 成 
的 时 间 和 地 点 . | 

解 ， 如 果 6<0， 即 活塞 向 外 运动 , 则 产生 一 简单 稀疏 波 ， 其 中 没有 激 波 
出 现 . 所 以 假定 a 之 0, 即 活塞 向 内 运动 , 由 此 产生 一 简单 压缩 波 . 


当 函 数 wz 由 参数 方程 (1) (问题 3) 给 定 , 且 X 一 45 时， 则 确定 激 





波形 成 的 时 间 和 地 点 的 方程 为 
(2) 一 一 Co tr" on (十 D) 


一 了 or*[? 一 I+a(? 十 D)] 一 0， 
(1) 


a7 上 二 
zr =ir 2gn (入 1)(y 十 1) 


一 二 car*-i[y 一 1 十 a(? 十 D)] 一 0， 


如 果 我 们 考虑 的 是 激 波 在 简单 波 的 前 阵 面 上 形成 ， 则 应 该 用 r= 9 来 代 者 

二 个 方程 . 

” 当 %==1 肘 ,我们 求 得 oe 
ed 激 波 就 在 前 阵 面 上 形成 ， 这 与 问题 1 的 结 

胎儿 全 
” 当 8<i 时 ,在 任何 !>0 的 情形 , 导数 22/25 都 要 变 号 (因此 ， 对 于 给 定 
的 i, 函数 v(x) 将 是 多 值 的 )， 这 意味 着 当 活 塞 一 开始 运动 , 激 波 就 立即 在 活 
塞 上 形成 . 

当 n>>1 时 ， 激流 不 是 在 简单 波 的 前 际 面 上 形成， 而 是 在 由 式 (1) 决 定 的 
某 个 中 间 的 位 置 上 形成 ， 由 公式 (1) 先 定 出 + 和 #，. 然 后 再 根据 问题 2 中 的 
式 (1)， 就 可 以 求 得 间断 面 形 成 的 地 点 。 其 结果 为 1 
(2 "4 3 二 2 十 1 下 ee 


26c0 “| _ ‘nn—1 
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§ 95:， 声波 中 间断 的 形成 

作为 运动 方程 精确 解 的 行 波 型 平面 声波 ， 也 是 一 个 简单 波 ， 
利用 $ 94 中 所 得 到 的 一 般 结果 ,可 以 导出 二 级 近似 中 小 波幅 声波 
的 车 干 性 质 (一 级 近似 给 出 通常 的 线性 波动 方程 ).。 

首先 应 该 指出 ， 在 每 一 个 声波 波长 的 位 置 上 ， 一 定 会 出 现 
间断 . 

正如 8 94 所 述 ， 这 样 会 引起 波 的 非常 显著 的 误 碱 但 是 必须 
说 明 的 症 , 这 种 情况 只 发 生 在 足够 强 的 声波 中 ;在 波幅 的 高 阶 效应 
得 以 显示 之 前 ， 能 声波 已 被 通常 的 粘性 和 导热 效应 衰减 掉 了 . 

” 波 型 的 畴 变 还 有 另 一 种 效果 ， 如果 在 荣 个 时 刻 波 是 纯粹 的 谐 
波 , 则 在 以 后 的 时 刻 , 由 于 波 型 形状 的 改变 ， 波 就 不 再 是 纯粹 的 谐 
波 了 J。 但 是 ,运动 仍然 是 周期 性 的 ,并 具有 入 前 一 样 的 局 期 ， 这 
时 将 波 展 成 傅 里 时 级 数 时 , 不 但 有 频率 为 @ 的 项 ,而 且 还 有 频率 为 
nw 的 项 (z 是 整数 ,o 是 基 频 )， 因 此 ， 声波 传播 中 波 型 的 崎 变 , 可 
以 认为 是 除了 基 频 之 外 ,还 出 现 了 更 高 的 谐 频 . 

在 一 级 近似 中 , 可 于 式 (94. 11) 中 令 一 0, 即 令 z= ou 就 可 以 
得 到 波 型 中 点 的 速度 %( 波 沿 > 轴 的 正 向 传播 时 )， 这 相 当 于 波 在 
传播 中 不 改变 波 型 ， 在 二 级 近似 中 , 则 得 
& 一 Co 十 D ‘gu/9po =co+ (Qu/9p0) pov/ cos | 
或 者 , 利用 导数 9u/3p 的 表达 式 (92. 10)， 得 


u=C0taw, ~ (95. 1) 
为 了 简单 起 见 ,这 里 已 设 。 | | 
. = (ct/2V®) (32713p9 (95. 2) 
对 于 完全 气体 ， OO 
四 a=3(7+1), 
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所 以 公式 (95. 1) 与 速度 芭 的 精确 公式 [参看 式 (94. 8)] 相 同 . 
-在 任意 波幅 的 一 般 情形 中 , 当 间 断 出 现 之 后 , 波 已 不 再 是 简单 
了 . 但 是 在 二 级 近似 中 ， 即 使 出 现 了 间断 ， 小 波幅 的 波 仍然 是 
简单 波 ， 这 可 以 从 下 面 看 出 : 因为 激 波 上 的 速度 ,压力 和 比 容 的 变 
化 存在 着 关系 式 2 一 21 二 MV (pz 一 p1) (7 一 Fa)， 所 以 在 z 轴 的 一 
眉 上 ,简单 波 中 的 速 府 v 的 变化 为 


V2 —9) -| V 一 381ap dp. 


利用 级 数 展开 式 进行 简单 的 计算 ， 表明 这 两 个 表述 式 只 在 三 阶 项 
上 不 同 (应 恋 记 住 ,间断 面 上 炳 的 改变 是 一 个 三 阶 的 小 量 ， 而 在 简 
单 波 中 是 不 变 的 ).… 由 此 可 见 ， 直 到 二 级 近似 , 声波 中 的 间断 面 
两 侧 仍然 是 简单 波 ， 只 是 在 间断 面 上 要 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 在 
更 高 级 的 近 修 中 ， 由 于 出 现 了 间断 面 上 的 反射 波 ， 上 述 结论 不 寿 
ia EC 
_ 现在， 我 们 来 时 出 殉 定 行 波 型 声 外 中 间断 面 位 置 的 条 件 (也 

二 级 近似 ). 设 在 固定 坐标 系 中 , % 业 间 斯 面 的 速度 ,viy2: 是 间 
A2 (va 一 切 ， 由 此 得 出 2 一 {piv1— paV2) (pl 一 Pa) . 仅 取 到 阶 


项 , 上 式 祖 党 4 于 vb 等 于 序 (1+w) 的 虚 上 的 导数 00 
和 ok japl, omen. 

因为 在 简单 波 中 , 4(p2) /dp 二 2 十 6， 于 是 由 式 (95. 1) 得 

wu 一 co 十 村 Go 十 oo) 和 (95. 3) 

由 此 ， 我 们 可 以 得 到 确定 激 波 位 置 的 下 述 简单 的 几何 条 件 ， 

图 66 中 的 曲线 画 出 了 相应 的 简单 波 的 速度 波 型 ; 设 ae 是 间断 面 . 
图 上 阴影 部 分 面积 cpc 和 面积 cle 之 差 ,就 是 沿 昌 线 spcde 的 积分 ; 
。J16 了 4。 
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| (zZ 一 Z0)62. 
随 着 时 间 的 推移 ， 波 型 在 移动 ; 我们 来 计算 上 述 积分 对 时 间 的 导 
” 数 。 因 为 波 型 中 点 的 速度 dz/dt 由 公式 (95. 1) 给 出 ， 而 间断 面 的 
速度 dzo/dt 由 公式 (95. 3) 给 出 ,于 是 得 


a v2 1 . fvs | 
go (2 一 20)00O 一 CQ “| VOV 5 + dol=0; 


在 对 上 述 积分 求 微 分 时 必须 注意 ， 虽 然 积分 限 w 和 us 都 随时 间 
而 变化 ,但 是 在 积分 限 上 ,x 一 zo 的 什 总 是 为 零 , 因 此 只 希 对 被 积 了 
数 进行 微分 就 可 以 了 . 
于 是 ， 得 出 积分 | (z 一 zo)dv 不 随时 间 变化 ， 正 由 于 当 激 波形 
成 时 (这 时 点 a 和 e 重合 ) 上 述 积分 为 零 , 因 而 我 们 总 有 
| (xz 一 zo)go 一 0 (95. 4) 


在 几何 上 ,上 式 意 味 着 面积 abc 和 面积 cde 相等 ， 这 就 是 确定 间断 
面 位 秆 的 条 件 . , 





a 图 66 二 67 
现在 来 研究 单个 的 一 维 压缩 脉冲 ， 其 中 激 波 早已 形成 ， 同时 要 
兰 明 这 个 激 波 最 后 是 如 何 衰减 的 ， 这么 做 ， 我 们 还 可 以 求 出 任何 
平面 激流 经 过 足够 长 的 时 间 传 播 之 后 的 衰减 规律 . 
人 带 有 激 波 的 声 脉 冲 将 有 三 角形 的 速 
+ 6353。 





度 波 型 ， 设 在 某 个 时 刻 (此 时 取 成 上 =0) 由 三 角形 4BC( 图 674) 
给 出 速度 波 型 . 如 果 该 波 型 中 的 点 以 式 (95. 1) 所 表示 的 速度 移动 ， 
我 们 就 可 以 得 到 t 时 刻 以 后 的 速度 波 型 4BC'( 图 675). 但 是 在 
实际 上 , 间断 面 只 移动 到 点 下， 所 以 真正 的 速度 波 型 是 4DB， 根 
据 式 (95. 4)， 面 积 DB'P 和 面积 C'P 相等 ， 因 此 新 波 型 的 面积 
A'DE 等 于 原来 波 型 的 面积 4BC， 设 1 是 时 刻 i 的 声 脉冲 长 度 ， 
Av 是 激 波 上 的 速度 间断 ,在 t 时 间 中 ， 点 B 相 对 于 点 C 移 过 一 个 
距离 wtAzo; 于 是 角 B'4'C' 的 正切 就 等 于 Avo/ (lo 斗 atAv0), 因此 
得 到 面积 4BC 和 4'DE 相等 的 条 件 为 下 列 形式 : 
loAvo= [Avo/ (1 十 ctAyo)， 
由 此 得 
l= loV1--aAvot /lo 2 
~ Av=Avo/V1+aAvot /bo . (95. 5) 
“ 当 t=>0o 时 ， 激 波 强度 以 1/ 二 的 规律 随时 间 的 推移 而 渐 近 
地 趋 于 零 ( 或 者 , 以 1/W 5 的 规律 随 传播 距离 的 增加 而 渐 近 地 趋 
于 堆 , 结 果 是 一 样 的 )，( 波 阵 面 上 每 单位 面积 的 ) 行 移 声 脉冲 的 总 
能 量 为 


B=polv dz =Bo/MI +aAvot /lo, | 和 (95. 6) 


其 中 包 是 时 刻 1 二 0 时 的 能 量 ， 当 1->oo 时 ,能 量 也 随 1/MY 而 
趋向 于 零 ， 四 

如 果 是 -一 个 球面 的 出 射 声波 ， 则 在 离开 原点 足够 大 的 距离 
上 , 波 阵 面 上 任何 一 个 小 部 分 都 可 以 认为 是 平面 .” 于 是 , 波 型 上 任 
何 一 点 的 速度 由 公式 (95. 1) 确 定 ， 但 是 ， 如 果 我 们 希望 在 一 个 较 
长 的 时 间 过 程 中 ， 能 够 应 用 这 个 公式 来 得 出 波 型 上 任何 一 点 的 移 
动 , 则 必须 元 虑 到 这 样 一 个 事实 :即使 在 一 级 近似 中 ， 球 面 波 的 波 
幅 岂 是 反比 于 距离 7 而 碱 小 的 ， 这 意味 着 与 平面 波 的 情形 不 同 ， 
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在 球面 波 型 中 的 任何 给 定点 上 ,速度 v 并 不 是 恒定 的 , 而 是 随 1/7 
而 减 小 的 ， 如 果 vo 是 在 (很 大 ) 距 离 re 上 的 ” 值 ( 就 波 型 中 给 定 


的 点 而 言 ), 则 可 以 写 出 ?= 下 因此 波 型 中 各 点 的 速度 为 4 


= co 二 aooro/r。 其 中 第 一 项 就 是 通常 的 声速 ， 它 对 应 于 波 型 形状 
不 变 ( 除 波幅 随 1/7 的 普遍 减 小 外 ) 的 一 种 波 的 移动 .第 二 项 则 导 
致 波 型 的 畸变 ， 将 这 项 乘 以 gr/co, 并 且 从 76 积分 到 7, 就 得 到 波 
型 中 的 点 在 t= (7 一 70)/c 时 间 内 的 附加 位 移 Sr; 由 此 得 出 

Or= (avoro/Co0) ljn(7>/7ro). 《95. 7) 
因此 ,球面 波 波 型 的 畸变 随 距离 的 对 数 而 增加 , 即 比 平面 波 的 畸变 一 
要 慢 得 很 多 ,在 平面 波 中 ， 哺 变 位 移 bz 是 随 波 传 过 的 距离 z 而 增 
加 的 . 

波 型 的 畸变 最 终 要 导致 波 型 中 形成 间断 ， 现 在 来 研究 单个 球 
面 声 脉冲 距 离 声 源 ( 原 点 ) 很 远 的 地 方 所 形成 的 激 波 ， 球面 情形 与 
平面 情形 的 主要 区 别 , 在 于 压缩 区 后 一 定 跟着 一 个 稀疏 区 ; 波 中 气 
体质 点 的 速度 和 超 压 都 必须 变 号 (参看 $ 69). 六 型 的 畸变 最 从 会 
导致 形成 两 个 激 波 : 一 个 在 压缩 区 ， 

而 另 一 个 在 稀疏 区 (图 68)@O， 在 前 
面 的 这 个 激 波 上 , 压力 突然 增加 , 随 
后 逐 浙 下 降 成 为 稀疏 区 ， 然 后 在 第 “ 
二 个 激 波 上 又 突然 增加 (但 并 不 是 
增加 到 未 扰动 时 的 压力 值 ,而 只 能 
在 第 二 个 激 波 的 后 面 渐 近 地 趋向 于 它 ). 

关于 激 波 随时 间 ( 或 者 , 以 同样 的 方式 ， 随 离开 声 源 共 距离 7) 





@ 应 该 指出 ， 由 于 声波 在 气体 中 传播 时 总 是 存在 着 普通 的 衰减 (由 粘 福 和 导热 

所 引起 的 衰减 )， 所 以 球面 波 中 畸变 的 变 缓 会 有 下 述 结果 , 即 在 间断 而 能 够 形成 之 前 ， 
波 就 已 经 被 衰减 了 . 
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的 后 期 衰变 规律 ,用 以 前 讨论 平面 波 情形 完全 相同 的 方法 , 就 很 容 
易 求 得 ， 利 用 式 (95. 7), 在 足够 远 的 距离 上 ,我们 求 得 声 脉 冲 宽度 


1 (两 个 间断 面 之 间 的 距离 ) 随 ln (r/a) 而 增加 ， 而 不 像 平面 波 情 
形 那 样 随 Mz 而 增加 ; a 是 某 个 常数 ， 前 一 个 激 波 强度 的 衰减 规 
律 为 rAv~1/1n3Cr/q), 或 
AR ~ 一 一 . (95. 8) 
rin“(r/a) 

最 后 来 研究 柱 面 波 的 情形 ， 出 射 声波 波幅 的 普通 衰减 反比 于 
\/ 了 ,其 中 7 是 离 中 心 轴 的 距离 ， 重 复 对 球面 情形 所 作 的 分 析 , 即 
求 得 波 型 中 各 点 的 速度 v 为 &=co 十 aoow7o/7， 由 此 得 出 ro 和 ?7 
之 间 波 型 中 各 点 的 位 移 67 为 

6r=2g(vo/ co) MToCV TT —N ro). (95. 9) 

和 球面 波 的 情形 一 样 ,伴随 着 压缩 脉冲 的 柱 面 波 传播 , 其 压缩 
区 后 一 定 会 有 一 个 气体 的 稀 朴 区 ， 于 是 , 在 这 种 情形 下 , 一 定 会 形 
成 两 个 激 波 ， 根 据 同 样 的 讨论 方法 ， 我 们 求 得 脉 诈 宽度 的 后 期 增 
长 规律 : 1 一 r4 以 及 激 波 强度 的 后 期 衰减 规律 : M7 Av~7-14， 
| 抽 

Av~r 3, | ~ (95. 10) 
在 流动 的 外 部 条 件 没有 任何 奇 性 药 情 形 下 ， 间 断 在 声波 中 的 
形成 , 就 是 自爱 出 现 激 波 的 一 个 例子 ， 必 须 强调 指出 : 虽然 激 波 可 
以 在 特定 的 时 刻 自 发 地 出 现 ， 租 是 却 不 能 以 同样 的 方式 自发 地 消 
失 ， 激 波 一 旦 形成 , 就 只 能 随 着 时 间 趋 向 无 限 而 逐渐 地 衰减 . 
i9] 题 

问题 1. 设 在 初始 时 刻 , 波 型 由 无 限 多 个 “锯齿 ” 形 组 成 ， 如 图 69 eh 
试 确定 波 型 和 能 最 随 时 间 的 变化 ， 

9 TI08。 
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解 : 显然, 在 以 后 的 任何 时 刻 , 波 型 仍然 是 饮 沧 形 ， 其 宽 朗 如 不 变 ， 但 其 
高 座 v, 小 于 wm， 现在 来 研究 其 中 一 个 锯 责 : 在 上 =0 的 时 纲 ， 通 过 饥 齿 上 
2 一 的 那个 点 的 纵 轴 , 把 三 角形 底 边 截 去 一 段 wz/wo， 而 在 经 过 时 间 的 
过 程 中 , 这 个 点 向 前 移动 了 一 个 距离 woit， 于 是 , 三 角形 底 边 长 度 不 变 的 条 
件 为 volof /vo 二 atv 二 Ls 因 化 ep 当 -> 潜 ， 则 波幅 随 
1/i 而 减 小 ， 能 量 为 如 = 画 1 (1 十 cabt/7o)2 也 就 是 说 , 当 i>oo 时 ， 能 量 随 
1/t 而 减 小 . 

问题 2., 试 确定 由 球面 剖 色 波 波 弄 了 变 所 产生 的 二 次 谐 波 的 强度 . 

解 ; 将 此 波 写成 如 下 形式 ; 


ry=Acos (kr— owt), 
在 一 级 近似 中 ,可 以 通过 把 4r 加 到 这 个 方程 右边 边 的 7 上 来 考虑 畸变 ， 再 按 6r 


的 宕 展开 , 根据 式 (95.7), 则 有 
‘rv=Acos (hr—ot)— (ak/2e0) Arln(r/To) sin2(k7— ®t); 


这 里 必须 次 的 取 成 这 样 一 个 距离 , 在 这 个 距离 .上 ， 仍然 可 以 尾 够 精确 地 把 波 
看 成 是 严格 的 单 色 波 ， 这 个 公式 中 的 第 二 项 就 是 波谱 分 解 中 的 二 次 诺 波 - 共 


总 (按时 间 平 均 ) 强度 7 为 
1,= (Qk?/ ed In: (7/7o) 11, 


其 中 ,了 1 二 2xcsPo 和 是 是 一 次 谐 波 的 强度 . 


$96， 特征 线 
在 $79 中， 特征 线 被 定义 为 小 扰动 传 所 (在 几何 声学 的 近似 
中 ) 所 沿 的 曲线 ， 这 个 定义 是 普遍 适用 人 $79 oy 
论 的 平面 定常 超声 速 流动 / : 
在 维 不 定常 流动 的 情形 ， 我 们 可 以 引用 特征 线 作为 rt 平面 
上 的 一 条 曲线 ， 它 的 斜率 gz/dt 等 于 小 扰动 相对 于 固定 坐 慰 系 的 
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传播 速度 .相对 于 气体 以 声速 朝 x 轴 的 正 向 或 负 向 传播 的 扰动 ， 
相对 于 固定 坐标 系 则 以 速度 z 土 c 移动 ， 于 是 , 我 们 称 之 为 C, 和 
C- 的 这 两 族 特征 线 的 微分 方程 为 

(dz/dt), =v+o, (dz/dt)-=v—ce (96. 1) 
随 间 气体 传递 的 扰动 ,在 zt 下 Co 传播 其 微 
分 方程 为 本 
dz/Jdi)o=9. (96. 2) 
第 三 二 族 特 征 线 是 zt 平面 上 的 “ 流 线 "参看 8 79 未 @. 必须 强调 指 
出 ， 特 征 线 的 存在 不 再 要 求 气体 的 流动 是 超声 速 的 ， 由 特征 线 所 
显示 的 扰动 的 “定向 传播， 在 这 里 只 是 说 明 先后 运动 之 闻 的 因果 
大 而 已 . 
作为 一 个 例子 现在 来 研究 简单 波 的 特征 线 . 如 果 是 一 个 沿 
z 轴 的 正 向 传播 的 波 , 根据 式 (94. 5)， 便 有 * 一 上 (十 c) 十 了 Co). 微 
分 这 个 关系 式 , 则 得 | 

dz 一 (2 十 76. [t+ie 0) +f C0) dp. 
语 特 征 线 Cs， pe dr= (+e) ai; 比较 这 两 个 方程 , 可 求 得 治 
该 特征 线 上 [4 十 tc 2) 十 万 (o)]do 一 0. 方 括号 内 的 表达 式 不 能 恒 等 
于 零 , 于 是 =0， 即 »= 常 数 . 因此 得 出 结论 , 沿 任何 一 条 特征 线 
C+， 其 速度 不 变 ， 由 此 得 出 所 有 的 量 也 是 不 变 的 .在 向 左 传播 的 
波 中 , 特征 线 C- 上 也 具有 同样 的 性 质 . 在 $ 97 中 将 看 到 ,这 并 不 
是 偶然 的 , 而 是 简单 波 特性 的 一 个 数学 结论 . 
根据 简单 波 中 特征 线 0, 的 这 个 性 质 ,我 们 可 以 断定 : 0; 是 zt 
平面 上 的 一 族 直线 ， 沿 着 这 些 直线 z 一 上 Lo 十 c(2)] 十 jeo) ( 式 
(94. 5)), 其 速度 不 变 .特别 是 , 在 自 相似 稀 琉 波 (f(v) =0 的 简单 
波 ) 的 情况 ,这 些 直线 在 zt 平面 上 形成 一 族 通 过 原点 的 直线 束 . 根 
G@。 对 于 不 定常 的 球 对 称 流动 如 时 用 径 向 达标 y 来 代替 z， 则 十 同 样 的 方程 组 

(96. 1) 和 (96.2) 也 可 确定 特征 线 (此 时 ,特征 线 是 rt 平面 上 的 曲线 )， 
“170°. 








据 这 个 理由 , 自 相 似 简单 波 有 时 也 称 为 有 心 波 ， 

图 70 中 画 的 是 当 活 塞 在 管道 中 加 速 地 向 外 运动 时 , 所 形成 的 
简单 稀疏 波 的 特征 线 族 C,。 这 是 一 族 发 散 的 直线 ,它们 都 是 从 代 
表 活 塞 运动 的 曲线 z* 一 X(t) 上 发 出 的 ， 特 征 线 zx= cot 的 右边 是 
”静止 气体 的 区 域 ,其 中 的 所 有 特征 线 都 变 成 相互 平行 的 直线 . 





图 70 | 图 71 

图 :71 中 画 出 了 类 似 的 图 线 , 即 当 活 塞 在 管道 中 加 速 地 向 内 运 
动 时 ,所 形成 的 简单 压缩 波 的 特征 线 族 ， 在 这 种 情形 下 , 特征 线 C， 
是 一 族 收敛 的 直线 ， 它 们 最 终 必 定 相交 . 因为 每 一 条 特征 线 都 有 
恒定 的 v 值 ,所 以 ， 它们 的 相交 表明 函数 o(z; 1) 是 多 值 的 ， 这 在 物 
理 上 是 没有 意义 的 , ,这 就 是 94 中 所 得 到 的 结果 的 几何 解释 ， 即 
;简单 压缩 波 不 可 能 无 限制 地 存在 ， 简单 压缩 波 中 一 定 会 形成 激 波 ， 
关于 确定 激 波形 成 的 时 间 和 地 点 的 条 件 (94. 12)， 其 几何 解释 如 
下 : :相交 的 直线 形 特征 线 族 具有 一 条 包 络 线 ， 该 包 络 线 在 ; 的 某 个 
最 小 值 上 有 一 个 尖 点 ; 这 个 最 小 的 1 值 给 出 了 最 早出 现 函 数 多 值 
性 的 时 刻 ， 在 两 支 包 络 线 之 间 的 区 域 中 ， 每 一 个 点 都 位 于 三 条 特 
征 线 C; 上 ， 如 果 将 特征 线 方程 用 参数 形式 给 出 , 即 z= 二 +(2), t= 
(2)， 则 尖 点 的 位 置 由 方程 (94. 12) 确定 @， ER 


@ 激 波 发 生 在 静止 气体 边界 上 的 特殊 情形 ， 对 应 于 包 略 线 的 一 支 是 桂 征 线 z= 


cot 的 一 部 分 ， 
.Xe 





上 面 已 提 到 特征 线 的 物理 定义 为 小 扰动 传播 所 沿 着 的 曲线 ， 
现在 ,我 们 要 简要 地 指出 , 这 个 关于 特征 线 的 物 再 定义 如 何 对 应 于 
偏 微 分 方程 中 有 关 特 征 线 的 数学 含义 ， 兹 考虑 这 种 形式 的 偏 微分 
方程 : 


9 办 2p93 og 
4 Bt CF D0, (96. 3) 


它 的 二 阶 导数 是 线性 的 ; 系数 4, B,C,D 可 以 是 两 个 自 变量 2 
a dn 如 果 处 处 有 B* 一 AC 一 

, 则 方程 (96. 3) 是 精 圈 型 的 ; 如 果 处 处 有 B* 一 4C>0， 则 方程 
a 3) 是 双击 型 的 ， 在 后 一 种 情形 下 ,方程 


302 一 2Bdzdi 十 Cd =, .  ,， (96.4) 
BA/ (B? 一 40) 《96. 5) 
SO 


确定 了 zt 孚 面 上 的 两 族 曲 线 ， 即 特征 线 (对 方程 (96. 3) 的 一 个 给 
定 的 解 4(z 力 前 言 ) 可 以 指出 : 如 果 系数 4， 了 O Sa 的 
函数 , 则 特征 线 不 依赖 于 特定 的 解 办- 

” 设 所 的 流动 对 应 于 方程 (98. 3) 的 某 个 解 4 =$o(z, 引 ,然后 
再 又 加 上 一 个 小 扰动 hi. 假定 小 扰动 满足 几何 声学 成 立 的 条 件 ， 
即 小 扰动 对 流动 的 影 8 响 是 轻微 的 (也 就 是 说 ， $ 及 其 一 阶 导 数 均 
很 小 )， 但 经 过 一 小 趴 让 离 以 后 就 有 显著 移 变 化 ( 即 办 的 二 阶 导 数 
相对 地 说 是 大 的 ). 在 方程 (96. 3) 中 ， 全 各 十 1, 就 可 以 得 到 
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” 其 系数 4, B,C 中 , 令 $= 二 $i. 仿照 流动 光学 变 到 儿 何 光学 所 采用 
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的 方法 , 写 出 由 二 ae*, 其 中 的 函数 ( 程 函 ) 很 大 ， 则 得 


49) + 器 如 1 a( 吕 -6 eno 


令 dz/dt 等 于 群 速度 ， 就 得 到 几何 声学 中 声波 传播 的 射线 方 


程 : 和 5 一 90， 式 中 一 313z,a 一 一 3%/134. 对 关系 式 4 有 一 2B4o 


+Coz=0， 微 分 则 得 经 一 Ze 二 名 然后 再 用 同样 的 关系 式 消 


去 H/a, 我 们 又 得 到 方程 (96. 5)， 


癌 题 
试 求 出 有 心 简 单 波 中 第 二 族 特 征 线 的 方程 。 
解 : 在 向 右边 静止 气体 中 传播 的 有 心 简单 波 中 ， 我 们 有 三 =o 十 c 一 o 
上 + 本 (十 Do 特征 线 C, 由 射线 2 一 常数 Xt 组 咸 ， 另 一 方面 ， 特 征 线 
C_ 由 下 列 方程 确定 : 


积分 后 ,得 
2 ?十 1 直 (C377)7 7+1) 
z=— a A 
其 中 积分 常数 已 经 这 样 选 定 ， 使 得 畦 征 线 0- 通 过 特征 线 G4 (z 一 cv-) 上 的 一 
点 : Z 二 Col, 1 二 to 特征 线 z 一 cf 是 简单 波 与 静止 气体 区 域 之 间 的 分 


界线 z 
zt 平面 上 的 “该 线 ", 由 下 列 方程 确定 : 


9 一 2 一 一 人 (人 一 ) 
dt y+i\t “ 忆 











由 此 得 出 >» 
a EN 
: Tt ?Tt 二) ~. 
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$ 97， 黎 曼 不 变量 
”一般 说 来 ,任意 的 小 扰动 都 将 沿 着 由 zt 平面 上 给 定点 出 发 的 
三 条 特征 线 (C.,C_,Co) 传播 ， 但 是 ,任意 一 个 扰动 都 可 分 成 几 部 
分 ,其 中 的 每 一 部 分 只 沿 一 条 特征 线 传播 . 
es 将 连续 方程 和 欧 拉 方程 写 成 
下 形式 ; 
ap ,ap 1 pg ， 





各 + 他 十 p = 


”在 连续 方程 中 ， 已 将 密度 的 导数 换 成 压力 的 导数 ， 这 是 利用 了 
公式 


0; 


st oidt’” 9r cz3z 
将 第 一 个 方程 除 以 土 pc, 并 与 第 二 个 方程 相 加 ,得 


av 1 32 (9 工 双 ) 二 
到 一 .06 +( 守 po /0 97) 


现在 引用 新 的 未 知 请 数 : : 

J:=o 十 | 记 ， 7T-=" 一 | 地 (97. 2) 
式 中 J], 和 J- 称 为 黎 受 不 变量 ， 应 该 记 住 ,在 等 录 流 动 中 ,p 和 。 
都 是 了 的 确定 函数 ,因此 式 (97. 2) 右边 的 积分 也 是 了 的 确定 函数 ， 
ee 


2c 


p/p) 加- 名。 允 -二 加 





用 J， 和 J- 来 表示 , 运 en 
9 | 本 
| 癌 + e+:=0 
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9 9 
| 部 + -9) 台 | | (97. 4) 


作用 在 J 和 J- 上 的 微分 算 子 恰好 是 在 zt 平面 上 沿 特征 线 C; 和 
0- 的 微分 算 子 ， 由 此 看 出 ，J， 和 J- 分 别 沿 各 自 的 特征 线 C， 和 
C- 保持 不 变 ， 也 可 以 说 , J 的 小 扰动 只 沿 特 征 线 C, 传播 ,而 本 
的 小 扰动 则 只 沿 特 征 线 C- 传播 . : 

在 非 等 粮 流 动 的 一 般 情形 下 ,方程 (97. 1) 不 能 写成 方程 (97. 4) 
的 形式 , 因为 dp/pc 不 是 全 微分 .但 是 ,这 些 方 程 仍然 可 以 把 只 沿 
某 一 族 特 征 线 传播 的 扰动 分 开 。 这 时 , 扰动 的 形式 为 (6o 士 ?1/pe， 
其 中 6v 和 62 是 速度 和 压力 的 任意 的 小 扰动 . 为 了 得 到 完备 的 运 
动 方程 组 ,方程 (97. 1) 必 须 附 加 上 绝热 方程 


| 癌 +o 寺 |s=0， (97. 5) 


上 式 表示 扰动 量 6s 沿 特征 线 C, 传播 任意 一 个 小 护 动 总 可 以 分 
成 上 述 三 种 互相 独立 的 部 分 . 

与 公式 (94. 4) 相 比 , 可 知 黎 曼 不 变量 (97. 2) 就 是 简单 波 中 在 
”整个 流动 区 域内 始终 保持 不 变 的 量 ; 在 向 右 传播 的 简单 波 中 ,J - 
是 不 变 的 ,而 在 向 左 传播 的 简单 波 中 ,J 是 不 变 的 ， 在 数学 上 ,这 
是 简单 波 的 基本 性 质 ,特别 是 由 此 可 以 得 出 $96 中 所 述 的 性 质 :其 
中 一 族 特 征 线 由 直线 组 成 ， 比 如 说 , 波 向 右 传 播 时 就 是 这 样 的 .每 
一 条 特征 线 C, 有 一 个 不 变 的 J， 
值 , 而 且 还 有 一 个 不 变 的 J 值 ， 
在 整个 区 域内 处 处 是 相同 的 ， 既 
然 在 每 一 条 特征 线 C; 上 J, 和 
J 都 是 不 变 的 ， 由 此 可 知 2 和” 
(以 及 其 余 所 有 的 量 ) 也 是 不 变 
的 ， 于 是 得 到 $ 96 中 所 导出 的 特 图 72 
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征 线 C; 的 性 质 , 即 再 一 次 证 明了 它们 都 是 直线 . 

在 zt 平面 上 相 邻 的 两 个 区 域 中 ,如 果 流 动 由 运动 方程 的 两 个 
不 同 的 解析 解 所 描述 , 则 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 条 特征 线 ， 
因为 这 条 分 界线 是 茶 些 量 的 导数 的 间断 线 , 即 弱 间断 线 ， 所 以 , 它 
必然 与 某 一 特征 线 重 合 . 

简单 波 的 下 述 性 质 在 一 维 等 炉 流 动 理论 中 是 非常 重要 的 : 与 
均匀 流动 区 域 (其 中 z= 常数 , 7 二 常数 ) 邻 接 的 区 域 中 ， 流 动 一 定 
是 一 简单 波 . 7 : 

这 个 论断 是 很 容易 证 明 的 . 设 zt 平面 上 的 1 区 与 右面 均 名 
流动 的 2 区 接 界 (图 72)， 在 2 区 中 ,两 个 不 变量 了, 和 J- 显然 都 
是 常数 ， 这 两 族 特 征 线 都 是 直线 ， 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 
条 特征 线 0;, 而 且 一 个 区 域 的 特征 线 C+ 不 能 进入 另 一 个 区 域 .但 
是 ,特征 线 C- 可 以 从 一 个 区 域 连续 地 进入 另 一 个 区 域 ， 同 时 从 2 
区 带 着 不 变 的 了- 值 进 入 1 区 ， 于 是 在 整个 1 区 中 ,了 了- 也 是 常数 ， 
所 以 ,1 区 的 流动 也 是 一 个 简单 波 . 
z 特 容 线 具有 “传递 某 些 量 的 不 变 慎 的 性 能 ， 这 有 助 于 我 们 
说 明 有 关 流 体 动力 学 方程 组 初始 条 件 和 边界 条 件 的 -~ 般 问 题 ， 在 
一 些 有 物理 意义 的 特殊 问题 中 ， 有 关 这 些 条 件 的 选取 通常 是 不 存 
在 什么 疑 间 的 ， 它 们 是 由 物理 上 的 考虑 来 决定 的 。 然 而 在 更 为 复 
杂 的 问题 中 ,基于 特征 线 一 般 性 质 的 数学 考虑 将 是 有 益 的 . 
: 为 了 确定 起 见 ,我 们 来 讨论 气体 的 一 维 等 箭 流动 ， 在 数学 上 ， 

气体 动力 学 的 问题 通常 归结 为 : 假设 已 知 在 zt 平面 上 两 条 给 定 曲 
线 (图 73a 中 的 O4 和 0B) 上 汐 边界 条 件 ; 要 确定 这 两 条 给 定 曲 线 
之 闻 的 区 域内 的 两 个 未 知 函数 (例如 2 和 7). 现在 的 问题 , 是 求 出 
这 些 曲 线 上 到 底 有 多 少 个 量 可 以 到 给 定 的 值 ， 在 这 方面 ， 曲 线 上 
每 一 点 都 发 出 两 条 特征 线 C, 和 0C-D， 最 重要 的 是 要 知道 每 条 赐 
@ 在 zt 平面 上 ,从 给 定点 发 出 的 特征 线 是 指向 t 增 加 的 方向 的 ， 
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图 73 

线 相对 于 这 些 特征 线 方 同 (在 图 73 中 由 箭头 表示 ) 的 位 置 如 何 .这 
里 可 能 出 现 两 种 情形 :或 者 是 两 条 特征 线 同 在 该 曲线 的 一 侧 , 或 者 
是 两 条 特征 线 分 别 在 该 曲线 的 两 侧 ， 在 图 73a 中 ， 曲 线 04 属于 
第 一 种 情形 ,而 曲线 08B 属于 第 二 种 情形 。 显 然 , 为 了 在 区 域 40B 
中 完全 确定 出 未 知 函 数 ， 必须 在 基线 04 上 给 出 两 个 量 的 值 (例如 
两 个 不 变量 J; 和 7-), 而 在 曲线 OB 上 ， 只 需 给 出 其 中 一 个 量 的 
值 ， 因 为 郧 一 个 量 的 值 ， 将 由 相应 族 的 特征 线 从 曲线 04“ 传 送 ” 
到 曲线 .0B, 所 以 不 可 能 任意 地 给 定 0. 类 似 地 ,图 73b 和 c 中 分 别 
画 出 了 每 一 个 边界 上 给 出 一 个 量 和 两 个 量 的 情形 ， 

还 应 该 指出 : 如 果 边 界 曲线 和 任 一 条 特征 线 重合 , 则 在 这 条 边 
界 上 就 不 能 规定 两 个 独立 量 的 值 ， 因 为 它们 的 秆 是 由 相应 的 歼 曼 
不 变量 为 常数 的 条 件 相互 联系 着. 

对 于 非 等 精 瀛 动 的 一 般 情 形 ， 二 以 用 完全 关 似 的 方法 来 讨论 
如 何 规定 边界 条 件 的 问题 . 

最 后 ， 我 们 还 要 说 明 一 下 . 以 上 所 提 到 的 的 一 维 流动 的 特征 线 
都 是 zt 平面 上 的 曲线 ， 但 是 ,特征 线 也 可 以 定义 在 任何 两 个 描写 
流动 的 变量 的 平面 上 ， 例 如 , 可 以 考虑 vc 平面 上 的 特征 线 . 若是 

@ 关于 这 种 情形 ,可 以 举 个 实例 如 下 : 即 活塞 在 无 限 长 管道 内 向 里 或 向 外 运动 
时 所 形成 的 气体 流动 。 这 里 所 涉及 的 是 ， 在 st 平面 上 的 正 向 的 轴 与 确定 活塞 运动 
的 曲线 *= 开 (这 样 两 条 曲线 之 间 的 区 域内 ， 求解 气体 动力 学 方程 组 (图 70, 图 71). 


在 第 一 条 曲线 上 ,两 个 量 的 值 都 给 定 (初始 条 件 是 当 1 一 0 时 ,v 一 0, 8 一 Pp0)， 而 在 第 二 
条 溃 线 .上 , 则 给 定 其 中 一 个 号 的 值 (v 二 u, 这 里 u( 引 为 活塞 的 速度 ). 
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等 焙 流 动 , 其 特征 线 方程 就 是 J， 
二 常数 ,J 二 常数 ,方程 右边 的 党 
数 可 以 取 各 种 的 值 ; 我 们 把 这 些 
特征 线 记 作 术 ,和 栈 .-， 若 是 完全 
气体 , 根据 式 (97. 3), 这 些 特征 线 
是 两 族 平行 直线 (图 74)， 图 74 

应 该 指出 ; 这 些 特征 线 完全 由 气体 的 性 质 所 决定 ,而 丝毫 不 依 
赖 于 运动 方程 组 的 特 解 ， 这 是 由 于 以 we 为 自 变量 的 等 炉 流 动 的 
方程 (我 们 将 在 $.98 中 看 到 ) 是 一 个 线性 的 二 阶 偏 微分 方程 ,其 系 
数 只 依赖 于 自 变量 . 

zt 平面 上 的 特征 线 和 ve 平面 上 的 特征 线 之 闻 ， 存在 着 与 运 
动 方程 组 特 解 有 关 的 相互 转换 关系 ， 但 是 ， 该 转换 不 必 是 一 一 对 
应 的 .特别 是 , 对 应 于 一 个 给 定 的 简单 波 , 在 ve 平面 上 只 有 一 条 特 ”一 
征 线 ， 即 zt 平面 上 简单 波 的 所 有 特征 线 都 转换 成 这 一 条 特征 线 . 
(例如 ) 对 于 向 右 传播 的 行 波 , 它 是 厂 - 的 一 条 特征 线 ; 所 有 特征 线 
C- 都 转换 成 这 条 厂 - 的 特征 线 ,而 特征 线 C0， 则 转换 成 这 条 T- 的 
”特征 线 上 不 同 的 点 . 





问 题 


设 理想 气体 的 7 二 3, 试 求 其 一 六 等 多 流动 方程 组 的 通 解 - 
解 : 当 ?3 峙 有 
:一 人 士 C; 
因此 方程 组 (97. 4) 有 通 解 : 
z 一 (9 十 C0)t 十 fi1 (2 十 C0)， 

; t= (V—0) tf (一 0)， 
其 中 大 和 上 万 是 任意 因数 这 两 个 方程 以 陷 函 数 的 形式 确定 所 求解 的 函数 
v(z, t) 和 cz, 1), 以 及 其 余 所 有 的 量 . 在 这 种 情形 下 ， 可 以 说 v9 土 ce 这 两 个 
量 是 作为 五 不 干扰 的 两 个 简单 波 独 立地 传播 的 . 
。178 。 





3 98 任意 的 一 维 气体 流动 
现在 来 研究 任意 的 一 维 等 梢 气体 洗 动 (没有 激 波 ) 的 一 般 问 
题 ， 我 们 首先 指出 , 这 个 问题 可 以 归结 为 解 线性 微分 方程 的 问题 . 
任何 一 维 流动 ( 即 流动 只 依赖 于 一 个 空间 坐标 ) 一 定 是 一 个 势 
流 , 因为 任何 函数 "(z, 切 都 能 写成 导数 的 形式 : 
v2,t) 一 一 一 一 :一 一 全 


因此 ， TT 积分 的 人 加 利加 (9. 3): 
引信 /91 十 50 十 w= 二 0; 由 此 ， 求 得 微分 


dg = 了 本 22 十 柯 太 90 gt 
一 2dz 一 一 (到 2 十 办 本 
这 里 的 自 变量 为 x 和 如 现在 要 将 自 变 量 改 变 成 2 和 ww 为 此 ， 利 
用 勒 让 德 变换 , 令 
d=d(20) —zdv—d EC ee o)， 
同时 将 $ 换 成 一 个 新 的 辅助 函数 : 
X=$—zv+t( wt 41"), 
则 得 
ax =—zdv+td(w+ 吝 * )=tdwt (vi~2z)dv, 
这 里 把 看 成 是 v 和 的 负数 . et 
ax 


A + dy 


作 比 较 ， 则 有 “三 9X /9w, vt 一 2 二 :9X /130, 或 
f=2X /dw, r=v9X/9QwW—AIX/9V, (98. 1) 


a Ee i 





如 果 函 数 XY (v, ww) 已 知 ， 则 这 些 公 \ 式 就 可 确定 2 和 双 作 为 坐标 
和 时 间 # 的 消 数 . 

现在 来 导出 关于 的 方程 . 为 此 ， 从 至 仿 尚未 利用 的 连续 方 
程 出 发 , 即 : : - 


BPI (pv) stv + ps 一 0 


我 们 将 这 个 方程 变换 成 用 变量 ww 表示 ， 将 篇 导 数 写成 雅 可 比 行 
列 式 的 形式 , 则 有 


0 
二 


或 者 ,再 乘 以 3(t,x)/9(w,2)，, 即 得 


9(p, 7) 3(t 7p) ~ g(t,») 
gd(w,») “B00) 2 ) Pp oy GW,0) 人 


为 了 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 ， 我 们 必须 利用 下 述 结果 ， 根 据 气 体 
的 状态 方程 ,p 征 任何 两 个 独立 的 热力 学 量 的 项 数 ; 例如 ， 我 们 可 
以 把 p 看 成 是 多 和 s 的 函数 . 如 果 5 二 常数 ,就 有 Pp 二 p(w), 则 密 
度 不 依赖 于 v。 所 以 ,展开 路 可 比 行列 式 后 得 


par dp ot 9 
QWw dv “7 ov ow 











一 0. 


将 关于 上 和 2 的 表达 式 (98. DD) 代入 上 式 ， 得 


a 2:X _ 
D dw\dw dv? ps = 








在 5s= 常数 的 条 件 下 ,还 有 dw= p/p, 因此 4 一. 


于 是 可 写 出 和 2 一 和 和 一 入 最 后 ,得 出 的 方程 为 


oz2X FX 3X 
dw 302 Do 


这 里 声速 c 消 数 ， i 站 线性 运动 方程 组 的 积分 问题 


,150 。 


=0; (98. 2) 











各 化 成 求解 线性 方程 的 问题 . 
”现在 把 这 个 结果 用 到 理想 气体 的 情形 上 去 .因为 ?=(7 一 Dw， 
所 以 基本 方程 (98. 2) 变 为 


加 
站 w 0 (98. 3) 





如 果 (3 一 9p)/(y 一 了 是 侦 数 , 即 

(3 一 7)1(? 一 D) =22 或 ?= (3 十 A CoD 

0 (98. 4) 

则 对 方程 (98. 3) 进行 初等 运算 就 能 得 出 通 积 分 . 单 原子 气体 
(p=5/3,% 二 1) 和 双 原 子 气 体 (y 二 7/5,w==2) 都 满足 这 个 条 件 .用 
% 米 表示 ,可 将 方程 (98. 3) 改 写 为 - 

% 给 定时 ， 我 们 将 满足 方程 (98. 5) 的 函数 记 为 X。 于 是 ,对 
于 函数 Xo, 有 








dXo OXo 
Do 922 
引用 代替 风 的 变量 = V 了 到, 便 得 
92Xo dXo _0. 
oau: TO2 
这 恰 是 通常 的 波动 方程 ,其 通 解 为 
Xo=fi(u+v) 十 大 (2 一 0 
其 中 方 和 户 为 任意 函数 ， 因 此 
Xo=fi(V2w To) +fal V2w —Y). (98. 6) 
现在 来 证 明 , 如果 函数 Xs 已 知 ， 则 函数 X41 可 以 通过 求 微 
分 而 得 到 , 因为 将 方程 (98. 5) 对 包 求 微分 , 很 容易 求 得 


2 人 2)- 32 a )~ 0 
27 十 1 Owi\ dw /28 二 1 dw \ gw dvi\ 3z0 
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。 了 JS = 





令 





_ 1 128 十 | 
228 十 3 
则 得 3X,/3u 的 方程 为 
2 2 + 访 ( 寥 : )- 0? (2 -0, 
2 十 3 “有 9w dw \ dw gv'?* \ ow 


这 就是 关于 函数 *。.1(w,2') 的 方程 (98.5)。 因 此 得 出 


> 9 
Nnri(W, » 3 Xs, (WwW, 2) 


将 这 个 公式 利用 n .， 同 时 取 式 (98.6) 的 xX。 就 可 以 求 得 方程 
(98. 5) 的 通 解 为 

=J{tf [VI T DD +o]+ flv 202FI)D 0]), 
或 《98. 8) 














i CE 十 四 十 Fo[M2(2n 十 1)w —9»] | 
2w DO 

VW 
其 中 , Ff 和 ; 仍然 是 两 个 任意 的 函数 . 


如 果 按 公式 w 一 ca/(? 一 D 一 二 (24 十 Dc', 用 声速 代 换 上 式 中 
的 w, 则 解 式 (98. 8) 变 为 : 
zx 人 二 a7 oe 
rinkoraT)) .09) 
任意 函数 的 自 变量 的 表达 式 为 


c 士 5 一" 士 序 (y— Dy, 


es J82 。 





这 就 是 黎 曼 不 变 式 (97. 3) , 它 沿 着 特征 线 是 不 变 的 ， 

在 实际 应 用 中 ,常常 需要 计算 特征 线 上 的 函数 值 .X (v,c) .为 
此 目的 ,下 述 公式 是 很 有 用 的 @O: ， 

( 翅 ) 7 (et) 

其 中 , 士 a/ (2n 十 1) =c 十 a, (a 是 任意 常数 ). 

现在 来 说 明 刚才 所 求 得 的 通 解 与 描写 简单 波 的 气体 动力 学 方 
程 组 的 解 之 间 的 关系 .后 者 最 显著 的 性 质 在 于 2 是 包 的 确定 函 
数 :v= 二 2(w), 所 以 雅 可 比 行列 式 人 二 3(v,w) /3(z, zt) 恒 等 于 零 . 但 
是 ,在 变换 到 变量 v 和 时， 我 们 用 雅 可 比 行列 式 去 除 运动 方程 ， 
所 以 , “丢掉 了 ?A= 0 的 解 . 因此， 简单 流 不 能 直接 从 该 运动 方 入 
的 通 解 得 到 , 而 是 这 些 方程 的 一 个 特殊 积分 ， 

为 了 弄 清楚 这 个 转 殊 积分 的 性 质 ,我 们 必须 萎 察 这 样 的 事实 ， 
即 借助 于 特定 的 极限 过 程 ,可 以 从 通 积分 得 到 这 个 特殊 积分 ,而 这 
一 极限 过 程 是 与 特征 线 作为 小 扰动 传播 路 径 的 物理 意义 密切 相关 
的 ， 设 想 vw 平面 上 函数 XX(v,w) 不 为 零 的 区 域 变 成 沿 一 特征 线 
的 很 犹 的 长 带 ， 因 为 在 模 穿 该 特征 线 的 方向 上 减 小 Cs 


@@ 最 简单 的 推导 方法 是 应 用 复 变 国 数论 中 的 柯 西 定理 .对 于 一 个 任意 函数 

下 (c 十 2 我 们 有 
3 -iFP(etw -If _9 0 
人 ‘(ga) 
Rr CH 人 FV + 
=2 ig ret Cx cn Sy 

光复 平 而 上 包 售 点 < 的 内 现在 令 &=c 十 a 并 以 
Mz 二 25 一 0 代入 积分 中 , 则 得 


eS (nC— 1)1 六 (265 十 G) CE 
2*-1 27 CEa(E 一 C)* ? 


共 中 积分 周 线 包 含 点 上 = of 再 应 用 一 次 柯 西 定理 , 即 得 式 (98. 10). 
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所 以 X 在 这 个 方向 上 的 导数 有 很 大 的 取 值 范围 ， 运 动 方程 一 定 存 
在 这 样 的 解 *(v, 思 )， 这 是 因为 作为 vw 平面 上 的 扰动 , 该 解 满足 
几何 声学 的 条 件 , 所 以 这 类 扰动 沿 特 征 线 一 定 不 为 零 . 

由 此 显 见 , 对 于 这 样 的 函数 多 时 间 i 二 9X/9w 将 有 任意 大 的 
取 值 范围 ， 但 是 ， 沿 特征 线 的 站 的 导数 是 有 限 的 。 沿 某 一 特征 线 
(例如 特征 线 厂 -) ,我 们 有 
dy- 1 IT dp dw 1 dw 








WD ped do od 
\ 设 沿 特 征 线 上 ， X 对 5 的 导数 记 作 一 f(s), 于 是 
A = OW 0 co = —f(b). 


dv ,gw gv 97 


根据 式 (98. 1)， 将 xX 的 偏 导数 用 x 和 上 表示 ， 则 得 到 关系 式 <= 
(v 十 c)t 十 f(v), 即 简单 波 中 的 方程 (94.5)。 因 为 了 - 沿 特征 线 7- 
不 变 , 所 以 ,给 出 简单 波 中 v 和 0c 之 间 的 关系 的 表达 式 (94. 分 也 必 
然 满足 0 
”在 $97 中 已 经 证 明 : 如 果 运 动 方程 的 解 在 zt 平面 的 某 个 部 分 
退化 为 均匀 流动 ,那么 在 邻接 于 它 的 区 域内 一 定 有 简单 波 ， 关 此 ， 
由 通 解 (98. 8) 所 描写 的 运动 ， 一 定 由 简单 波 将 它 与 均匀 流动 区 域 
(特别 是 气体 静止 的 区 域 ) 分 开 ， 像 任何 两 个 不 同 的 解析 解 之 间 
的 分 界线 一 样 ， 简 音波 和 通 解 (98. 8) 之 间 的 分 界线 也 是 一 条 特征 
线 . 在 求解 具体 问题 时 , 必须 确定 边 男 特征 线 上 函数 X(w,») 的 值 . 
将 z 和 上 的 表达 式 (98. 1) 代入 简单 波 方程 x 二 (v 土 c) 十 
f(v), 就 得 到 简单 波 和 遂 解 之 间 分 界面 上 的 “连接 ”条件 , 即 


3 士 c5 +f(0) 0 


此 外 ,在 简单 波 中 (以 及 其 分 界面 的 特征 线 上 ) ,有 6 二 土 4p/pe= 
土 4w/c, 或 士 c 二 4w/dv， 将 它 代 入 上 述 条 件 , 得 
,184. 





3 9X dw 
瑟 十 号 2 十 fo 一 到 十 fo 一 0， 


或 最 后 得 
= 一 | foaw， (98.11) 


由 此 定 出 六 所 需 的 边界 值 ， 特 别 是 , 如果 简单 波 中 心 位 于 原点 , 即 
如 果 f(o) 三 0, 则 X= 常数 ; 因为 函数 xX 只 能 确定 到 差 一 个 附加 的 
常数 ,所 以 歹 们 可 以 在 分 界面 的 特征 线 上 令 X= 0 而 不 失 一 般 性 . 


问 题 
问题 1， 试 确定 一 个 有 心 砂 栈 波 从 固 壁 上 反射 时 所 引起 的 流动 . 
解 ， 设 i=0 时 在 点 z 一 0 处 形成 稀 朴 波 , 并 沿 x 轴 的 正 向 传播 ; 经 过 时 
” 间 t=Z/co 之 后 到 达 固 壁 ， 其 中 ! 是 原点 到 因 壁 之 问 的 距离 ,图 75 中 夯 出 
了 反射 波 的 特征 线 ， 在 1 区 和 1 区 中 ,气体 是 静止 的 ; 在 3 区 中 , 气体 以 等 
速度 v= 一 VU 运动?"，2 区 是 人 射 稀 夏 波 ( 具 有 直线 特征 线 C,)， 5 区 是 反射 
波 ( 具 有 直线 特征 线 C.)，4 区 是 “相互 作用 区 ”, 这 是 需要 求解 的 区 域 ; 直线 
特征 线 进入 这 个 区 域 时 就 开始 变 弯 .这 个 解 完 全 由 线 让 ab 和 ac 上 的 边界 
条 件 决 定 ， 在 cl 上 ( 即 固 辟 上 ), 必须 有 
于 是 根据 式 (98. Pe es ee 
当 2" 一 0 时 ， 
由 于 稀疏 波 的 边界 ac 是 特征 线 C- 上 的 一 段 , 因 此 有 
: 一 本 (一 Do= co 一 到 5 于 T 一 常数 
因为 在 点 a 上 有 i 和 c=c。， 所 以 常数 等 于 Co 。 又 因为 在 这 一 边界 上 4 
必须 为 零 ,于 是 有 条 件 , \ Se 


0 





3X 
29 





v» 本 下 ee 
5 二 TI 时 ，X 0. 
@ 如 果 稀 琉 波 是 由 活塞 在 管道 内 以 等 速度 向 外 运 动 而 产生 的 , 则 口 就 是 活塞 的 
王 寞 ， 
» 185 ， 





图 76 77 
容易 看 出 , 满足 这 些 条 件 并 具有 式 (98. 9) 形式 的 函数 为 








-十 
4 2 .2nnl cac! ice y 2# 十 1/ . bp 


这 个 式 子 给 出 了 所 求 的 解 . 
. 特征 线 ac 的 方程 为 (参看 $ 96 的 问题 ) 


sz 一 一 (2a 十 Doot 十 (2n 二 DT 人 (人 


它 与 特征 线 Oc 
» 了 86 ， 


i 





(GD 





S00 V+ DV-00 —2(n+D U0/ (2n+1) 


的 交点 确定 出 入 射 波 消失 的 时 间 ; 
1 (2n+1)"+io® 
[(2n+l)eo—UJ" 


在 图 75 中 ,我 们 假定 <2co/ (? 十 1); 在 相反 的 情形 下 , 特征 线 Oc 在 4 
的 负 侧 (图 76)。 于是， 入 射 波 和 反射 波 的 相互 作用 的 时 间 将 会 无 限制 的 延 
续 下 去 (而 不 像 图 75 中 那样 ,相互 作用 的 时 间 是 有 限 的 ). 

函数 (1)j 可 以 描述 两 个 相同 的 有 心 稀 朴 波 之 问 的 相互 作用 ， 这 两 个 稀 
朴 波 是 在 上 一 0 时 分 别 从 点 + 二 0 和 点 z=1 发 出 的 ,并 且 彼 此 相向 地 传播 ; 根 
据 对 称 性 ,这 是 显然 的 (图 77). : 

问题 2， 试 仿 方 程 (98. 3), 导出 理想 气体 的 一 从 等 浊 流 动 的 方程 

解 、， 在 等 温 流 动 时 , 伯 努 利 方程 中 的 烩 岂 应 换 成 


4—|2 = Se eslnp, 


to= 


其中 ,os 一 (32 ) 是 等 温 声速 的 平方 ， 就 理想 气体 来 说 ，cr 一 常数 ， 以 量 1 


(代替 刀 ) 为 自 变 量 , 按 照 正 文 中 同样 的 方法 ， 得 到 下 述 常 系数 的 线性 方程 


D2X 2X NX 
on 0 
“2 十 2u 202 


$ 99， 强 激 波 的 传播 


现在 来 研究 由 强 爆炸 产生 的 强度 很 大 的 球面 激 波 的 传播 问 
题 . 强 爆炸 是 指 在 一 个 很 小 体积 中 瞬时 释放 出 巨大 能 量 ( 这 个 能 量 
记 作 万) 的 现象 ; 并 且 假设 强 激 波 是 在 理想 气体 中 传播 的 (JI. H. 
谢 道 夫 ,1946) . 地 
我 们 研究 在 离 爆炸 源 比 较 近 的 距离 上 的 这 种 激 波 , 所 以 ,其 强 
度 仍然 很 强 ， 不 过 我 们 假定 这 种 距离 比 起 爆炸 源 的 尺 庆 还 是 很 大 
的 ; 这 就 使 得 我 们 能 够 假定 能 量 下 是 在 一 个 点 (原点 ) 上 产生 的 . 
如 果 激 波 很 强 ， 则 激 波 上 的 压力 间断 是 非常 大 的 ， 我 们 假设 
间断 面 后 的 压力 pa 与 间断 面前 未 经 扰动 的 气体 的 压力 71, 之 比 
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全 六 了 十; ,这 就 是 说 , 与 ps 相 比 时 ,2 总 是 可 以 忽略 不 计 的 ,同时 


密度 比 Ca/ ol 等 于 其 极限 值 (PY 十 DD)/(y 一 1); 参 看 $ 85. 
因此 ,气体 流动 的 图 象 只 取决 于 两 个 参数 : 初始 气体 密度 ;和 
爆炸 中 所 产生 的 能 量 加， 由 这 两 个 参数 以 及 两 个 自 变量 (时间 t 和 
径 向 坐标 7), 我 们 只 能 构成 一 个 无 量 纲 量 , 它 可 写成 
E=r(p1/ BEY).s. (99. 1) 
于 是 ,我 们 得 到 一 种 特定 类 型 的 自 相似 流动 . 
首先 可 以 断言 ,在 整个 时 间 过 程 中 , 激 波 本 身 的 位 置 应 对 应 于 
无 量 纲 量 £ 的 某 个 确定 的 值 0. 由 此 立即 给 出 激 波 随时 间 适 动 的 
规律 ; 用 ro 表示 激 波 离开 原点 的 距离 , 则 有 
ro=&0(Bt?/p1)1. \ (99. 2) 
由 此 , 求 得 激 波 传播 的 速度 (相对 于 未 经 扰动 的 气体 ， 即 相对 于 国 
z w=dro/dt =2r0/5t. (99.3) 
wu 随 -5 而 减 小 . 
借助 于 8 85 中 所 导出 的 公式 , 可 以 用 ww 来 表示 气体 刚刚 越过 
间断 面 的 压力 ps 密度 ps 和 速度 v= 一 ws( 相 对 于 国定 度 标 系 ). 
根据 式 (88.5) 和 (85. 6)@, 则 有 
V2=2u1/ (7 二 1), 
ps=pi(y +1)/(7—1), 
2 =2p141/ (7 +1). 
密度 在 时 间 过 程 中 是 不 变 的 ， 而 wz 和 2s 分 别 随 二 和 二 而 
减 小 ， 我 们 还 可 以 指出 : 由 激 波 产生 的 压力 ? 随 爆炸 的 总 能 量 以 
玉 的 规律 而 增加 . 
”其 次 ， 我 们 来 确定 激 波 后 整个 区 域 中 的 气体 流动 ， 引 用 无 量 


(99. 4) 


@ ”这 里 ,将 公式 (85.6) 所 给 出 的 相对 于 气体 的 激 波 速度 记 作 wn 和 多 
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纲 变 量 2 0 1， 以 替代 气体 的 速冻 2 密度 p 和 压力 7， 则 2”， p’, 
2 的 定义 为 





PL (99. 5) 
8p Ty 
Pas +1 Bt 


量 v',p', 和 p' 都 只 能 是 无 量 纲 变量 & 的 函数 ， 在 间断 面 上 ( 即 在 
一 加 时 ), 这 三 个 量 必 取 下 述 的 值 : 
当 &== 刀 时 ,2' 二 9' 二 p'=1. (99. 6) 
气体 的 中 心 对 称 绝热 流动 方程 组 为 


ao ，30 _ 19p 
al 3r pgr 


op 9(p2) ,2p9 : 
at ox 十 人 =0, (99.7) 








9 ,9 了 
(2 40 pr 一 0. 


于 述 最 后 一 个 方程 是 箭 守恒 方程 ， 其 中 已 把 理想 气体 的 箭 的 表达 
式 (80. 12) 代入 ， 将 式 (99. 5) 代 入 之 后 ， 即 可 得 到 关于 函数 wp/ 
和 p' 的 常 微分 方程 组 ， 由 于 利用 下 述 讨论 ， 我 们 立即 可 以 得 出 一 
个 积分 ,这 就 使 得 方程 组 的 积分 变 得 容易 了 . 
我 们 已 经 略 去 未 经 扰动 的 气体 压力 2 ， 这 意味 着 与 气体 从 爆 
炸 获得 的 能 量 殖 相 比 , 我们 略 去 了 气体 原 有 的 能 量 ， 由 此 显 见 , 以 
激 波 为 界 的 球 内 气体 的 总 能 量 不 变 , 并 且 就 等 于 ， 此 外 , 因为 是 
自 相 似 流动 ,显然 在 任何 具有 较 小 的 半径 的 球 内 ,只 要 半径 随时 间 
的 增加 而 使 得 保持 不 变 (& 可 以 是 任何 常数 ， 而 不 仅仅 是 80), 则 
球 内 气体 的 能 量 就 一 定 保 持 不 变 ; 在 这 种 球面 上 任 一 点 的 径 向 束 
峰 为 v4 一 27/58 (参看 (99. 3)). 





”不 淮 写 出 表示 这 种 能 量 不 变性 的 方程. 一 方面 ,在 时 间 dt 内 流 
出 球面 (球面 面积 为 477) 的 能 量 为 4t4rr?pv(w 十 训 0)， 另 一 
方面, 在 这 有 时间 内 ,球体 积 增加 了 dt:on'4rr*， 这 一 额外 体积 内 的 
气体 能 量 为 44rrzpn( e+ 所 )， 令 这 两 个 表达 式 相等 ， 将 <= 


Di 订 和 w=Ve 代 入 ， 并 且 按 式 (99.5) 引入 无 量 纲 函数 ， 


pt 
则 得 

2 _ (十 1 一 20)2 

人 (99. 8) 


这 就 是 所 求 的 积分 ， 它 在 间断 面 上 自动 地 满足 边界 条 件 (99. 6) . 
当 积分 (99.8) 已 知 时 ,方程 组 的 积分 虽然 麻烦 ， 但 不 过 是 初等 

的 运算 而 已 方程 (99. 7) 中 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 给 出 

_?+1l\dlnp’ 

Et” 2 人 9 | 

a p' 5(? 十 也 一 一 42/ 

Toa) 

从 这 两 个 方程 出 发 ， 借 助 于 式 《99.8)， 我 们 可 以 把 导数 -和 


人 表 表示 成 只 是 v' 的 函数 , 于 是 ,满足 边界 条 件 (99. 6) 的 积分 为 


2 


四 0 + |， bx = | 





(99. 9) 








pa 














? ?一 上 
元 232 一 ?一 1 15(? 十 切 一 2(3?2 一 2 分 与 2 
yl C= ?一 ] 
132?2 一 7? 十 12 y __5(v—D 
人 和 27 二 1 
y 13? 一 7? 十 12 
Vs rr ‘By we 
a 1 
5 一 . 
y—2 
(99. 10) 





公式 (99.8) 和 (99. 10) 给 出 了 问题 的 完全 解 ， 常数 由 条 件 
nm /pr 了 
B=| (P+) 
确定 ， 上 式 表 示 气 体 的 总 能 量 等 于 爆炸 的 能 量 ， 用 无 量 纲 量 夫 
示 , 这 个 条 件 变 为 / 
MENG J Ne 
507 | [名 下 + 人吉) 全 


一 ]。 (99. 11)* 


例如 , 对 于 空气 ( ?一 豆 ) 而 言 , 这 个 从 数 名 二 1.033. 
从 上 述 公式 容易 看 出 ,作为 7/ro=&/&6 的 函数 的 比值 /ws 和 
p/ps, 它们 将 随 7/ro->0 而 按 以 下 规律 趋向 于 零 : z 
v/va~r /ro p/p2~ (rT/ro) WD); (99. 12) 
但 是 ,压力 比 p/ps 趋向 于 一 个 常数 ,所 以 温度 比 趋向 无 穷 大 . 
图 Wm (y=1.4) 的 情形 画 出 了 量 /es，2/2zz 和 p/P. 





。 原 式 误 为 各 三, (5 人 ptrp)GE 一 1 一 中 译 者 注 
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作为 r/ro 的 函数 的 变化 曲线 .值得 注意 的 是 密度 在 向 球 心 方向 
上 非常 讯 束 地 减 小 ， 即 几乎 人 部 气体 集中 在 激 波 厂 面相 当 薄 的 薄 
层 中 .当做 ,这 是 由 于 在 县 有 最 大 半径 (>o) 的 球面 上 ,气体 密度 已 
是 正常 密度 能 六 倍 了 @. 


§ 100， 浅 水 理论 

当 不 可 压缩 流体 的 深度 很 小 时 (相对 于 问题 中 的 特征 尺度 而 
言 ,例如 容器 底部 起 伏 的 尺度 )， 气 体 流 动 与 重力 场 中 不 可 压缩 流 
体 具有 自由 面 的 流动 之 间 , 有 着 显著 的 类 似 关系 ， 在 这 种 情形 下 ， 
流体 速度 垂直 于 表面 的 分 量 与 其 平行 于 表面 的 分 量 相 比 ， 可 以 略 
去 不 计 , 而 后 者 又 可 以 认为 在 流体 的 整个 深度 上 是 不 变 的 .在 这 样 
的 (水 力学 的 ) 近 似 下 , 沪 体 可 以 看 成 是 “一 维 的 ?> 介质 : 在 每 个 点 上 
都 有 确定 的 速度 中 同时 在 每 个 点 上 还 由 一 个 代表 流体 次 底 的 量 天 
所 表征 . 
”相应 的 一 般 运 动 方程 组 与 8 13 中 所 得 到 的 运动 方程 组 的 差 
别 仅仅 在 于 : 现在 不 必 像 8 13 中 讨论 小 波 辐 的 长 重力 波 那 举 , 需 
要 假设 运动 过 程 中 各 个 量 药 改变 量 都 是 小 量 ， 所 以 ， 欧 拉 方 程 中 
速度 的 二 阶 项 必须 保留 ， 特 别 是 对 于 只 依赖 于 一 个 坐标 zs( 以 及 
时 间 引 的 渠道 中 的 一 维 流动 而 言 ,其 方程 组 为 


oh , 9Cwh) 
+ 一) 


gx 
oa. 


(100. 1) 
2 JU 人 
at Ax ox 


这 里 假设 深度 及 沿 渠 道 权 同 十 不 变 的 ， 
从 广义 来 说 ， 长 重力 波 是 现在 所 讨论 的 流动 的 小 扰动 情形 . 
@ 关于 7 为 别 邓 值 时 ， 谢 道夫 已 给 出 计算 结果 ,， 见 LL. I. Sedov，。Similarity 


and Dimensional Wethods in Mechanics， 第 四 章 ，§ 11 (已 有 中 译本 ,科学 出 让 
社 ) ,Cleaver-Hume Press, London 1959， 书 中 还 讨论 了 相应 的 柱 形 对 称 的 问题 . 
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$ 13 的 结论 才 列 : 这 种 小 扰动 以 有 了 上限 的 速度 相对 于 流体 进行 传播 
其 传播 速度 为 
c=/gh. (100. 2) 

这 里 , 这 个 传播 速度 与 声速 在 气体 动力 学 中 的 作用 相同 . 正如 $79 
那样 , 可 以 断言 : 如 果 流 体 以 速度 v<e 运动 ( 缓 流 ) , 则 扰动 的 影响 
向 上 游 和 下 游 两 个 方向 传播， 但 是 ， 如 果 流体 以 速度 。>>c 运动 
(急流 ), 则 扰动 的 影响 只 传播 到 下 游 的 某 个 区 域内 . 

压力 ?( 从 自由 面 上 的 大 气压 力 算 起 ) 按照 流体 静 力 学 定律 
7 二 p9(4 一 2), 隧 流体 的 深度 而 变化 ,其 中 z 是 距离 底部 的 高 度 ， 
指出 下 面 这 一 点 是 有 用 的 , 即 如 果 引 用 以 下 两 个 量 : 


下 


则 方程 组 (100. 1) 变 成 
2 A LA (100. 4) 


在 形式 上 ,上 述 方程 组 与 ?=2 的 理想 气体 (7 一 72) 的 绝热 流动 方程 
组 相同 ， 这 就 使 我 们 能 够 将 流动 中 不 出 现 激 波 的 气体 动力 学 的 所 
有 结论 直接 应 用 于 浅水 理论 .但 是 ,如 果 出 现 激 波 , 则 浅水 理论 的 
结果 与 理想 气体 动力 学 的 结果 不 同 . : 

渠道 中 流体 的 “ 激 波 ? 是 流体 高 度 天 的 问 断 ， 以 及 与 之 相关 的 
流体 速度 。 的 间断 ( 即 所 谓 水 跃 ). 间断 凑 俩 这 些 量 之 间 数 值 上 的 
关系 ， 可 由 质量 通 量 和 动量 通 量 的 连续 性 条 件 得 出 ， 质 量 通 量 密 
度 ( 渠 道 每 单位 宽度 上 的 质量 通 量 ) 为 j= oo. 把 7 十 pv? 沿 渠道 
深度 进行 积分 , 即 得 动量 通 量 密度 为 
| (pt pv ds = 


于 是 连续 性 条 件 给 出 两 个 方程 : 
vyh, = vsh2, (100. 5) 
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2 十 二 9 =v2h 十 二 9h3 (100. 6) 


这 两 个 方程 给 出 四 个 量 V1, D2, h), ho 之 间 的 关系 ， 其 中 有 两 个 量 是 
任意 给 定 的 . Be vi 和 vs 用 高 度 有 和 hs 表示 , 则 得 


= gh2 (hi + h2) /hs (100. 7) 
v2 二 et hi (ht he) /及 >。 
间断 两 侧 的 能 量 通 量 并 不 相同 ， 其 间 的 差 值 是 在 间断 中 每 单 
位 时 间 所 耗 散 的 能 量 ， 煤 道中 的 能 量 通 量 密度 为 


"=| (2 + )ovaz 一 本 79 十 22)。 


利用 式 (100. 7) , 求 得 这 个 差 值 为 

qi—g2=97 (hi +h2) (ha— hi) /4h1h,. 
设 流体 从 1 侧 穿 过 间断 面 进入 2 侧 ， 因 为 能 量 耗 散 意味 着 91 一 
>0, 所 以 我 们 可 以 得 到 : 

ha>h, (100. 8) 

即 流体 从 较 低 的 高 度 运动 到 更 高 的 高 度 ， 因 此, 可 以 从 式 G 00. 7) 
推出 四 
>o= 9h ,vcs = M9h. (100. 9) 
这 完全 类 似 于 气体 动力 学 中 激 波 的 结果 .和 $ 84 中 一 样 ， 还 可 以 
从 间断 面 稳定 性 的 必要 条 件 推出 不 等 式 (100. 9)， 
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第 十 一 章 ”间断 面 的 相交 


§ 101。 稀疏 波 


在 数学 上 ， 两 个 激 波 的 交 线 就 是 描写 气体 荡 动 的 两 个 函数 的 “ 
奇 线 ， 当 气体 流 过 一 个 物体 时 ， 物 面 上 任 一 尖 角 的 楼 总 是 这 样 一 
条 奇 线 ， 据 发 现 ， 这 种 奇 线 附近 的 气体 流动 可 以 用 最 一 般 的 方法 
来 研究 (L. 普 朗 特 和 T 工 . 迈 耶 ,1908) . 

“在 研究 奇 线 上 一 小 段 附近 的 区 域 时 ， 可 以 把 这 一 小 段 奇 线 当 
作 直 线 , 并 且 取 为 柱 坐 标 系 ”, 少 ,z 中 的 4 轴 ， 在 这 一 小 段 奇 线 附 
近 , 所 有 的 量 主要 依赖 于 角 $, 而 与 坐标 7 的 关系 不 大 ， 当 了 足够 
小 时 , 这 种 对 7 的 依赖 关系 就 可 以 忽略 不 计 ， 同 样 地 ,对 于 坐标 z 
的 依赖 关系 也 是 不 重要 的 ， 即 流动 图 象 沿 这 一 小 段 奇 线 的 改变 可 
以 忽略 不 计 . : 

于 是 ,所 有 我 们 须 研究 的 量 只 是 $ 的 函数 的 定常 流动 .这 时 , 炉 
守恒 方程 为 .Vs 二 0, 从 而 给 出 vods /4a$ = 二 0, 由 此 可 知 5 二 常数 DD， 


即 流动 是 等 糖 的， 于是， 在 欧 拉 方 程 中 可 以 用 Vw 代理 -5Vz, 得 
(v:Wo= 一 yw. 在 柱 坐 标 系 中 ,我 们 有 三 个 方程 ， 


re 
一 一 一 一 一 一 一 


rap 7 了 
vy dos | Vr0s 1 dw 
r ag ’ 7 Cd ” 


Q@ 如 果 v4 二 0， 则 从 下 面 给 出 的 运动 方程 不 难得 出 ww 一 0,": 关 0、 这样 的 流动 
将 对 应 于 切 向 间断 面 ( 具 有 间断 速 魔 ys) 的 相交 ,因为 这 种 间断 是 不 稳定 的 ， 所 以 不 予 
考虑 ， 
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由 最 后 一 个 方程 , 立即 得 出 "= 常数 ,所 以 可 令 2 一 0, 而 不 失 一 般 
性 ， 从 而 可 以 把 流动 看 成 超 二 维 的 .这 只 需 合适 地 选取 坐标 系 沿 
z 轴 方 癌 的 速度 就 可 以 了 . 前面 两 个 方程 可 写 为 





一 入， (101. 1) 
dvs ys \_1dp_ dy 
», 和) 一 二 5 (101.2) 
将 方程 (101. 1) 代 入 方程 (101. 2) ,得 
dv dw 
, vs 从 5 a = “ag 
或 者 ,积分 后 ,得 : 
w 十 本 (o? 十 v9) 一 常数 . (101.3) 


应 该 指出 ,方程 (101. 1) 意 味 着 Vx2=0, 即 所 讨论 的 流动 是 
势 流 , 因此 伯 努 利 方程 (101. 3) 成 立 . 
其 次 ,连续 方程 V' (pv) 二 0 给 出 
a 二 CO dp 加 
02* 十 证 (pvs) =p( or+ + 0.58 全 0 (101. 4) : 
利用 式 (101. 2), 可 得 


dvs, Qo )=0 
(号 +or ) 1 "ap 0. 


导数 lp/dp， i 恰好 是 声速 的 平方 .因此 


( 品 +o)( 一 2 )=0. (101. 5) 


下 述 两 种 情形 都 可 以 满足 这 个 方程 . 第 一 种 情形 是 dv /4g 十 

v; 二 0， 于 是 ,根据 方程 (101. 2)， 得 p= 常数 , p= 常数 ,同时 根据 

式 (101. 3) ,可 求 得 二 vr 十 刀 二 常数 ， 即 速度 的 大 小 为 常量 . 很 
ee 196% 








容易 看 出 , 在 这 种 情形 下 , 速度 的 " 


方 加 也 不 变 ， 束 度 与 运动 平 光 中 a 
麻 个 给 定 方向 之 间 的 夹 角 Y (图 :1 
79) 为 es Ee 
At x 
X=$+aretey (101. 6) 
将 读 式 对 $ 求 导 ， 并 利用 公式 GI01 0 2) 容 易 得 到 
: dx z 
Ez Cor/ poww’) -dD 2g (101,.7) 


既然 7 二 常数 ， 所 以 得 出 X= 常数 ， 因 此 ， 9 Es 
第 一 个 园子 为 零 , 则 得 到 均匀 流 的 平 几 解 . : 
第 二 种 情形 ,可 令 1 一 22/c?=0, 即 vs 二 土 c 来 满足 方程 (101. 
5)， 径 向 速度 则 由 式 (101. 3) 给 出 。 如 用 wo 玉 表 示 读 方程 中 的 党 
数 ， 则 得 
二 土 0， Vr 三 土 V[E2Cwo 一 w) 一 6]. 
在 这 个 解 中 , 每 一 点 上 垂直 于 径 商 矢量 的 速度 分 量 vy 都 等 于 当地 
声速 , 所 以 合 速 谍 =/ 党 十 史 大 于 当地 声速 ， 速 度 的 大 小 和 方 
向 , 在 不 同 的 点 上 均 不 相同 。 因 为 声速 不 能 等 于 零 , 显然 连续 函数 
-24( 幼 一 定 是 要 么 处 处 为 十 c, 要么 处 处 为 一 5 通过 以 合适 的 方向 
为 标准 来 量度 角 4 我们 “可 以 取 vs= 二 c. 下 面 将 看 到 ， 2; 符号 的 
选取 , 从 物理 上 湛 虑 ,必须 取 成 正 号 ， 因 此 ， : 
04 一 Ci oD (101. 8) 
根据 连 “ :方程 (101. 4), 我们 有 0 CPP/ po 将 式 (101.8) 
代入 并 积分 之 ,得 
doc) 
| 
如 果 知 道 了 气体 的 全 赤 方 各 二 全 涩 方程 ( 记 住 : s 三 常数 )， 则 公式 
(101. 9) 可 以 用 来 定 出 所 有 的 基 对 角 乡 的 函数 关系 ， 太 以 ， 式 
797。 





(101.9) z 





(101. 8) 和 (101. 9) 完 全 确定 了 气体 的 流动 . 

现在 来 更 加 详细 地 研究 所 得 到 的 解 。 首 先 指出 ， 直 线 $= 二 常 
数 在 其 所 有 的 点 上 均 与 流 线 交 成 马赫 角 (马赫 角 的 正弦 为 w/o= 
c/o), 即 这 些 直 线 都 是 特征 线 . 因此 ， 在 zy 平面 上 有 一 族 特 征 线 
是 通过 奇 点 的 直线 束 , 并 且 在 所 讨论 的 情形 下 , 这 族 特征 线 有 如 下 
重要 的 性 质 : 沿 该 族 每 一 条 特征 线 上 所 有 的 量 都 是 常量 ， 就 这 方 
面 来 说 , 这 里 的 解 在 二 维 定常 流动 理论 中 所 起 的 作用 ,与 $592 所 
讨论 的 自 相似 流动 在 一 维 不 定常 流动 理论 中 的 作用 相同 .我 们 将 
在 $ 107 中 重新 讨论 这 个 问题 . z 

由 式 (101. 9) 可知, (pc)' 二 0， 这 里 一 撤 表 示 对 $ 的 导数 。 写 
出 (pe)'=p'd(lpo)/4p， 并 注意 到 导数 dCpc) /7p 是 正 的 《参看 
(92. 9))， 则 得 出 p' 二 0， 所 以 导数 p =czp' 和 w= /1p 也 是 负 
的 ， 其 次 ,根据 w' 是 负 的 , 得 出 速度 v= 二 M20Gw0 一 w ) 随 如 的 增加 
而 增加 . ee 因而 有 

CE s 8 2Z0 一 0， 


(101. 10) 


和 >0 


换 句 话说 , 当 沿 着 流动 方向 绕 过 柯 点 时 ， 密 度 和 压力 总 是 减 小 的 ， 
而 速度 的 大 小 总 是 增加 的 ,速度 的 方向 沿 流动 方向 偏转 . 

刚才 所 描述 的 流动 通常 称 为 稀疏 波 ， 以 后 ， 我 们 将 采用 这 个 
名 词 . 

容易 看 出 ， 稀 琉 波 不 可 能 在 整个 奇 点 邻 域 由 存在 .原因 在 于 
v 是 随 的 增加 而 单调 增加 的 , 所 以 在 绕 原 点 一 周 ( 即 1 改变 27) 
后 的 点 上 , 2 值 将 与 原来 的 值 不 同 , 这 是 不 可 能 的 .因为 这 样 ， 奇 
线 附近 的 实际 流动 图 象 一 定 是 由 一 系列 的 扇形 区 域 组 成 ， 这 些 遍 
形 区 域 是 由 间断 面 ($= 常数 的 平面 ) 划分 而 成 的 .在 每 一 个 扇形 
区 域 中 ,或 是 稀 玻 波 ,或 是 等 速度 的 均匀 流动 。 在 各 种 具体 情形 下 
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的 扇形 区 域 的 数目 和 性 质 ， 将 在 以 下 几 节 中 讨论 .我 们 在 这 里 仅 
指出 , 稀疏 波 和 均匀 流 之 间 的 边界 必然 是 一 个 弱 间 断面 : 它 不 可 能 
是 (o, 的 ) 切 向 间断 面 ， 因 为 在 这 个 边界 上 的 法 向 速度 分 量 vs 一 6， 
而 不 为 零 ， 这 个 边界 也 不 可 能 是 激 波 , 因为 法 向 速度 分 量 w 在 激 
波 这 种 间断 面 的 一 侧 必 大 于 声速 ， 而 另 一 侧 必 小 于 声速 ,然而 在 我 
们 的 问题 中 , 在 边界 面 的 一 侧 总 有 v==c. 

由 上 面 的 讨论 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 . 引起 弱 问 断 的 扰动 
显然 是 由 奇 线 (z 轴 ) 出 发 向 外 传播 的 ， 这 就 是 说 ， 包 围 稀世 波 的 
弱 间 断面 一 定 是 由 奇 线 出 发 的 弱 间 断面 ， 即 速度 在 弱 间 断面 上 的 
切 向 分 量 v 必须 是 正 的 ， 这 证 明了 式 (101. 8) 中 对 ww 的 符号 所 
作 的 选择 是 正确 的 . 

.现在 将 这 些 公式 应 用 于 理想 气体 ， 在 理想 气体 的 情形 下 . 
ww 二 0?/ (一 1D) ,而 铬 松 绝热 方程 可 以 改 宕 成 
PC 了 /0D 二 常数 ,pc /0 ?了 ?= 二 常数 (101. 11) 
参看 式 (92. 13). 利用 这 些 公 式 , 可 以 将 积分 (101. 9) 写 成 如 下 形式 ， 
dc 
1=— /tty 
其 中 ex ed 14)]. 由 此 
$= 十 半 re cos 上 十 常数 ， 
或 者 适当 地 选取 多 的 起 点 , 使 该 积 分 常数 为 零 , 则 
st (101. 12) 








0 一 0 一 Ckcos 
根据 公式 (101. 8) ,于 是 有 
9, 二 Ph sin 
Vy—l1 


然后 , 再 利用 式 (101. 11) 形 式 的 泊 松 绝热 方程 , 可 以 求 得 压力 对 角 
风 的 函数 关系 : 








?i (101. 13 
2 (101. 13) 
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27 J (Y-1) 
2 一 pr(eosV 23 6 ) 人 (101. 14) 


最 后 , 得 出 式 (101. 6) 中 的 角 X: 


二 ?十 二 
角 X 和 $ 是 从 同一 条 起 始 直 线 量 起 的 . Pa 
因为 必 须 有 wr>0 >>0， 所 以 ， 法 此 公式 中 的 入 6 只 多 在 0 
和 Paax 之 间 变化 ,其 中 


es fy+1 | z 
加 5 元 p—1 (101. 16) 


交 意 味 着 黎 矿 波 可 以 充 注 一 个 角度 不 大 于 .x 的 遍 形 区 域 ;在 四 
原子 气体 (例如 空气 ) 的 情形 , 这 个 角度 等 于 219.3°. 当 #$ 从 0 变 到 


gmax 上 时, 角 %X 则 从 二 zt 变 到 bmsx。 因此 稀 玖 波 中 的 速 府 方 向 能 够 


t= erotgl ?一 Ti 一 二 和 (101. 15) 


转 过 的 角度 不 大 于 gsx 一 二 (就 空气 而 言 ， 这 个 角度 为 129.39。 
当 6 一 osx 时, 压力 为 零 ， 换 句 话说 ， 如 果 稀 琵 波 扩展 到 昌 








大 角 时 , 则 其 一 侧 的 弱 间 断面 是 与 真空 的 分 界面 , 这 当然 是 一 条 流 


证 1 3 ， 
线 ; 这 时 有 二 c= 二 0,v, 二 2 二 2 一 Toy 一 wma 即 速 度 沿 着 径 癌 ， 


并 达到 速度 的 极限 值 vmax (参看 § 80). 

对 于 空气 (=1.4) 的 情形 , 图 80 中 给 的 是 9/7, cx/2? 和 X 作 
为 角 乡 的 函数 的 曲线 . dh 

值得 记 住 wzy 平面 上 由 公式 
(101. 12) 和 和 (101. 13) 定 出 的 上 曲 
线形 状 (所 谓 速 度 图 ).， 它 是 在 半 


径 分 别 为 2 一 cr 和 和 v=o 


一 5max 这 两 个 圆 之 间 的 外 摆 线 的 
一 段 弧 (图 81) . 








问 题 


问题 1.。 试 确定 稀 朴 波 中 沪 线 的 形状 . 

解 : 在 极 坐 标 中 , 二 维 流动 的 流 线 方程 为 
dr_rdyg 
Vr Vg 


将 公式 (101.12) 和 (101. 13) 代 入 ,积分 后 得 


. Dl -+ 二 
个 一 了 cos /了 ) 。 
| ?十 1 


这 些 流 线 构成 一 族 相似 的 曲线 ,原点 在 曲线 四 向 的 那 一 侧 ， 而 且 是 它 的 相似 
Hi 
问题 2， 设 有 一 移 玖 波 介 -十 兵 弦 间断 面 之 间 , 如 果 在 一 个 间断 面 上 给 定 
气体 的 速度 w 和 声速 c: 的 世 , 试 确定 两 个 弱 间 断面 之 间 的 最 大 可 能 夹 角 . 
解 : 根据 式 (101. 12), 相 应 于 第 一 个 辣 断 看 的 角 风 为 
D1 -V2 arc cosot 


9: 的 值 是 pmax? 所 以 需要 求 的 夹 角 为 
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从: 一 $1= 2 Taresin 人 和、 
Cx* 


借助 伯 努 利 方程 , 双 0 vi C1 A Cxs 
p+1 
y= DD" 
根据 公式 (101. 15)， 人 
于 差 值 Xnsx=X($1) 一 X (02): 
01 - 


Xmax 一 y+1 Tare Sin 一 一 &rcSin 
?一 Ox VL 








Xmazr 是 V1/ci 的 阴 数 , 当 vi/01 二 1 其 值 最 大 ; 


x (V2- 1). 


当 Wi/c1~>co 有 时 , Xmaz 趋向 于 堆 : 


Xa ot, 


y—1 V1 





$ !102， 激 波 的 相交 

激 波 可 以 沿 某 曲线 相交 ， 在 研究 这 种 交 线 上 一 小 段 附近 的 流 
动 时 , 可 以 假定 这 一 小 段 交 线 是 直线 ， 并 假定 激 波 间断 面 是 平面 . 
因此 , 只 须 讨论 平面 激 波 的 相交 问题 . 

§ 101 中 一 开始 就 讲 过 ,在 数学 上 ， 两 个 间断 面 的 交 线 是 一 条 
奇 线 ， 交 线 附近 的 流动 图 象 由 许多 个 扇形 区 域 所 组 成 ， 在 各 个 扁 
形 区 域 中 ， 或 者 是 均匀 流动 。 或 者 是 8 101 中 所 描述 的 那 种 稀疏 
” 波 ， 这 就 可 以 对 间断 面相 交 的 所 有 可 能 类 型 进行 一 般 性 的 分 类 
(J1. 开 . 朗 道 , 1944). 

首先 ， 我 们 必须 说 明 如 下 : 如 果 激 波 两 边 的 气流 都 是 超声 束 
的 , 则 (如 § 86 一 开始 所 指出 的 ) 可 以 谈论 激 波 的 “方向 ">， 并 由 此 
把 从 交 线 出 发 的 激 波 与 到 达 交 线 的 激 波 区 分 开 来 ， 在 前 一 种 激 波 
的 情形 下 , 切 疝 的 速度 分 量 指向 背离 交 线 的 方向 , 于是， 我 们 可 上 
说 ， 使 间断 面 形 成 的 扰动 是 由 这 条 交 线 发 出 的 。 在 后 一 种 激 波 的 
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情形 下 , 则 扰动 是 从 交 线 以 外 的 点 上 发 出 的 ， 

如 果 激 波 有 一 侧 的 扰动 是 亚 声 速 的 ， 则 扰动 沿 其 表面 向 两 个 
方向 传播 出 去 , 因而 ,严格 地 说 ， 激 波 的 “方向 ?就 没有 意义 了 .但 
是 对 于 以 后 的 讨论 来 说 , 重要 的 是 : 由 交 线 上 的 点 发 出 的 扰动 可 以 
沿 这 种 间断 面 传播 ， 在 这 个 意义 上 ， 这 类 激 波 在 以 后 的 讨论 中 起 
着 与 由 交 线 发 出 的 纯 超 声速 流 激 波 同样 的 作用 , 术语 “由 交 线 出 发 
的 激 波 ”将 包括 这 两 种 类 型 . 

图 82 至 86 男 出 了 在 季 直 于 交 线 的 平面 内 一 些 流动 图 象 不 
失 一 般 性 ， 可 以 假设 流动 就 发 生 在 这 个 平面 内 ， 在 交 线 附近 的 整 
个 区 域内 ， 平 行 于 交 线 ( 它 在 所 有 的 间断 平面 内 ) 的 速度 分 量 必 相 
同 ,因此 , 通过 适当 地 选取 坐标 系 , 就 可 以 使 这 个 速度 分 量 为 零 


“激流 ” “ 击 疝 断 ” ”了 切 向 间断 ” 流 线 ” 
82 


容易 看 出 ， 没 有 到 达 交 线 的 激 波 ， 不 可 能 有 激 波 的 交 线 ， 例 
如 ,在 由 交 线 出 发 的 两 个 激 波 相交 的 情形 下 ,如 图 82a 所 示 ， 来 自 
左面 气流 的 流 线 ,将 沿 相反 的 方向 折 转 ,而 整个 2 区 中 的 速度 却 是 
不 变 的 ,因此 ,在 2 区 中 再 加 上 任何 其 它 的 间断 ， 也 无 法 解决 这 个 
矛盾 @， 类 似 地 还 可 以 看 出 , 如 果 激 波 和 稀疏 波 均 由 交 线 发 出 ,如 
图 825 所 示 ， 两 者 就 不 可 能 相交 ; 虽然 2 区 中 速度 的 方向 可 能 不 
恋 , 但 是 , 由 于 在 激 波 上 的 压力 将 增加 ,而 在 稀疏 波 中 压力 将 减 小 ， 

个 “为 了 如 免得 琐 重 揽 的 论证 ,对 于 存在 着 亚 声 速 流 动 区域 ， 而 且 由 交 线 出 发 的 


激 波 实际 上 就 是 邻接 干 亚 声 速 区 域 的 激 波 的 情形 ,我 们 不 拟 作 类 似 的 讨论 . 
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所 以 压力 不 会 不 变 . 

其 次 , 因为 相交 不 会 反 过 来 影响 来 临 的 激 波 ,所 以 ， 多 证 两 个 
WA 
发 生 的 巧合 因此 只 会 有 一 个 或 两 个 激 波 到 达 交 

下 面 的 事实 很 重要 ， 绕 交点 流动 的 气体 人 
出 发 的 激 波 或 稀 朴 波 . 例如 , 设 有 气体 通过 由 点 O 相继 出 发 的 两 个 
激 波 ， 如 图 82c 所 示 ， 因 为 在 激 波 Oa 后 面 的 法 向 速度 分 量 bm 
小 于 cs, 因 而 2 区 中 垂直 于 激 波 05 的 速度 分 量 也 一 定 小 于 cz, 这 
与 激 波 的 基本 性 质 了 矛盾， 类似 地 , 还 可 以 知道 , 气体 不 可 能 通过 从 
点 0 出 发 的 两 个 相继 的 稀疏 波 , 或 者 一 个 激 波 和 一 个 稀疏 波 , 

显然 , 这 些 讨论 不 能 推广 于 到 达 交 点 的 激 波 . 

现在 可 以 着 手 列 举 出 所 有 可 
能 的 相交 类 型 ,图 83 画 出 了 三 个 
激 波 相交 的 情形 ， 其 中 一 个 是 到 
达 交 线 的 激 波 0a, 另 两 个 是 由 交 
线 出 发 的 激 波 0b5,Oc， 这 种 情形 
可 以 看 成 是 一 个 激 波 分 解 为 两 个 
激 波 DO。 容易 看 出 ， 除 了 两 个 由 
交 线 出 发 的 激 波 之 外 ， 在 这 两 激 图 83 
波 之 间 , 一 定 还 形成 一 个 切 向 启 断 面 0d, 以 此 将 流 过 05 的 气体 和 / 
流 过 Oe 的 气体 隔 开 @， 因 为 激 波 0a 是 由 别 的 原因 引起 的 ， 所 以 
是 完全 确定 的 ， 这 意味 着 1 区 和 2 区 中 的 热力 学 量 ( 例 如 2 和 p) 
和 速度 必 都 已 经 给 定 了 ， 因 此 ， 在 我 们 所 涉及 的 量 中 ,只 剩 下 了 
两 个 (表明 闻 断 面 05 和 Oe 方向 的 两 个 角度 ) 待定 ,一般 说 来 ， 在 





@ 应 当 指 出 , 激 波 不 能 分 解 成 一 个 激 波 和 一 个 稀 萨 波 ， 容 易 厦 出 ， 在 这 两 个 由 
交 线 出 发 的 波 中 , 压力 和 速度 方向 的 改变 是 不 可 能 协调 一 致 的 . 
四 像 通 常 的 情形 一 样 , 切 向 间断 面 实际 上 是 一 个 涪 流 区 ，。 
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， ，; “图 8 i 2 
3 一 4 区 中 有 四 个 条 件 (p, p 和 两 个 速度 分 量 不 变 ), 如 果 不 出 现 切 
向 间断 面 04 的 话 ， 这 四 个 条 件 是 必须 满足 的 ， 然 而 出 现 切 向 间 
断面 以 户 ， 就 可 以 使 得 条 件 的 数目 减少 为 两 个 《压力 和 速度 和 
不 变 ). 
“但 是 ， 不 是 任 河 一 个 激 波 都 能 用 这 种 方法 来 分 解 的 ， 一 个 到 
达 交 线 的 激 波 决定 于 两 个 参数 〈 当 给 定 1 区 气体 的 热力 学 状态 
时 )，- 例 如 来 访 的 马赫 数 M, 和 压力 比 ?7/2 只 有 在 这 两 个 参数 
平面 上 的 某 个 区 域内 , 一 个 激 波 才能 分 解 成 两 个 激 波 @， 
包含 两 个 到 达 交 线 的 激 波 的 相交 ， 可 以 看 作 是 由 于 其 他 原因 
所 产生 的 两 个 激 波 之 间 的 “碰撞 ”.. 这里， 有 两 种 本 质 上 不 同 的 情 
形 , 如 图 84 所 示 . 
第 一 种 情形 ， 两 个 激 波 的 碰撞 产生 另外 两 个 由 交点 出 发 的 激 


@ 确定 这 个 区 域 需要 非常 繁复 的 代数 计算 . 遗 健 的 是 ， 已 经 发 表 的 结果 (例如 
参看 RR. Courant and K. O. Friedrichs, Supersonic Flow and Shock Waves, 
1948 。 有 中 译本 ,科学 出 版 社 , 1986), 由 于 没有 将 到 达 交 线 的 和 由 交 线 出 发 的 激 波 加 
以 区 别 , 大 和 朱 上 是 没有 价值 的 .这样 就 把 两 个 到 达 交 线 的 激 疲 和 一 个 由 交 线 出 发 的 当 
波 情形 也 着 成 三 重 结 构 ， 和 但 是 ,这 是 由 其 他 原因 引起 的 岗 个 激 波 所 发 生 的 相交 ， 因 而 
六 着 所 有 分 数 的 确定 值 到 达 交 线 ， 只 有 当 这 些 任 意 参数 之 问 有 一 定 的 关系 时 ， 两 个 激 
”法 才 有 可 能 “合成 ”一 个 激 波 ,而 这 种 参数 间 的 联系 是 不 大 可 能 协调 的 . 
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波 .。 如果 要 满足 所 有 的 必要 条 件 , 必须 再 形成 一 个 切 向 间断 面 ,而 
且 切 向 间断 面 必 须 在 新 形成 的 两 个 激 波 之 间 . 

第 二 种 情形 , 不 是 形成 两 个 激 波 ,而 是 形式 一 个 激 波 和 一 个 稀 
疏 波 ， 
两 个 相 碰 的 激 波 由 三 个 参数 (例如 M 和 比值 Bt/ps gj/zo) 确 
“ 定 . 上 述 相交 的 形式 只 是 在 这 些 参数 值 的 某 些 范围 内 才 有 可 能 . 
如 果 参 数值 不 在 这 些 范 国之 内 ， 则 这 些 激流 在 磁 扩 以 前 就 一 定 忆 
经 发 生 分 又 了 ，。 

图 85 画 出 了 激 波 从 运动 气 体 和 静 业 气 体 之 间 分 界面 上 的 反 
射 。5 区 及 静止 气体 区 ， 由 切 向 间断 面 与 运动 气体 隔 开 ， 在 邻接 
于 5 区 的 1 区 和 4 区 中 ,压力 必须 相同 , 而 且 等 于 ps， 既然 在 激 波 
上 压力 增加 , 显然 激 波 一 定 从 切 向 间断 面 反 射出 一 个 稀 琉 波 3, 这 
样 使 压力 降 为 起 始 的 值 ， 





弱 切 向 间断 。 “可 间 也 ” 


85 86 
” 依 后 ， 简 要 地 讨论 激 波 与 来 和 另 外 玉 源 的 强 间 电 面 的 相交 
这 里 可 以 有 两 种 情形 ， 视 激 波 后 面 的 流动 是 超声 速 的 还 是 亚 声 束 
的 而 定 。 在 超声 速 的 情形 下 (图 86a)， 弦 间 断面 在 激 波 上 经 过 “ 折 
. 206 . 
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射 "? 进 入 激 波 后 的 空间 , 激 波 本 身 在 交 线 上 不 发 生 折射 ， 但 是 有 更 
高 阶 的 奇异 性 ， 类 似 于 强 间 断面 的 性 质 ， 而 且 ， 激 波 上 炳 鸭 改 变 
一 定 在 激 波 后 面 引起 一 个 “ 弱 切 向 间断 面 "， 在 这 个 弱 切 向 间断 面 
上, 箭 的 导数 是 间断 的 . 四 

但 是 ,如果 激 波 后 面 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 弱 问 断 就 不 能 进入 
该 区 域 , 而 是 中 止 在 交点 上 (图 86b)， 在 这 种 情形 下 , 这 个 交点 是 
一 个 奇 点 ; 可 以 证 明 , 激 波 后 而 的 速度 分 布 在 该 点 有 对 数 型 的 奇异 
性 质 ， 此 外 , 和 前 面 的 情形 一 样 , 在 激 波 后 面 一 定 会 出 现 焰 的 弱 切 
向 间断 面 @. z / 
$ 103， 激 波 与 固体 表面 的 相交 

在 激 波 与 固体 表面 的 定常 相交 现象 中 ， 激 波 与 边界 层 的 相互 
作用 起 着 重要 的 作用 ， 这 种 相互 作用 非常 复杂 , 直到 现在 , 尚未 在 
实验 上 和 理论 上 作出 充分 的 研究 ， 但 是 , 简单 的 一 般 讨 论 , 仍 能 使 
我 们 得 到 若干 重要 的 结果 , 现在 :此 加 以 说 明 @ 

压力 在 激 波 上 是 间断 的 , 是 沿 着 气体 运动 的 方向 增 大 ， 由 此 ， 
如 果 激 波 与 固体 表面 相交 , 则 在 交 线 附近 一 段 很 短 的 距离 上 , 必定 
存在 有 限 的 压力 增 量 ， 即 一 定 存在 一 个 很 大 的 正 的 压力 梯度 ， 但 
是 我 们 知道 ， 压 力 的 迅速 增加 不 可 能 出 现在 固 壁 附近 (参看 § 40 
未 ); 因为 这 样 引 起 分 离 , 从 而 改变 线 物体 流动 的 图 象 ,使 得 激 波 离 
开 物 面 达到 一 个 足够 远 的 距离 . 

然而 ,这 种 分 析 不 适用 于 弱 激 波 的 情形 ， 从 8 40 末 给 出 的 证 
” 明 可 以 清楚 地 看 出 ， 边 界 层 中 不 可 能 出 现 正 的 压力 间断 是 由 于 候 


@ 关于 激 波 与 弱 间断 面 机 交 的 名 种 可 能 的 类 型 ,详细 的 定性 和 定量 分 析 , 见 S， 
P. D’yakov, Soviet Physics JETP,6(33),729,739,1958; AAil CCCP 99, 921, 
1954. 
@ ”边界 层 必 然 包 含 着 一 个 邻接 于 固体 表面 的 亚 声 速 流动 区 域 , 激 波 不 可 能 进入 
这 个 区 域 ， 在 讨论 汶 波 与 物 面 的 相交 时 ,我 们 略 去 这 一 可 实 ,这 并 不 影响 下 面 的 '' 论 . 





定 这 种 间断 值 很 大 的 结果 ， 即 正 的 压力 间断 值 必 须 超过 某 个 决定 
于 值 的 界限 ,而 这 个 界限 随 着 了 的 增加 而 减 小 @. 
因此 ， 我 们 得 到 下 面 的 重要 结论 ， 强 激 波 与 固体 表面 的 定常 
相交 是 不 可 能 的 .… 固体 表面 只 能 与 弱 激 波 相 交 , 而 且 越 大 , 则 所 
允许 的 强度 越 小 . 这 种 激 波 的 最 大 允许 强度 ,还 取决 于 边界 层 是 层 
流 的 还 是 淇 流 的 . 如 果 边 界 层 是 淇 流 的 , 将 延缓 分 离 的 发 生 (8$45)， 
所 以 , 在 涡流 边界 层 中 , 能 有 比 层 流 边界 层 中 更 强 的 激 波 由 固体 表 
面 发 出 @， | | : 
为 了 避免 误解 ， 必 须 着 重 指出 ， 这 些 分 析 是 基于 在 激 波 前 而 
( 即 在 激 波 上 游 ) 有 边界 层 存 在 ， 因 此 ， 所 得 到 的 结果 仅 适 用 了 手册 
物体 后 缘 出 发 的 激 波 ,而 与 从 物体 前 缘 发 出 的 激 波 无 关 ; 例如 ， 在 
绕 尖 模 的 流动 中 ， 就 会 出 现 后 一 种 情形 ， 这 种 情形 将 在 $104 中 
详 加 讨论 ， 在 后 一 种 情形 下 , 气体 是 从 外 部 ( 即 从 没有 边界 层 的 区 
域 ) 到 达 尖 杭 的 前 缘 ， 所 以 ,前 面 的 已 有 的 讨论 显然 并 不 排斥 发 生 
从 这 种 尖 攀 前 缘 出 发 秀 洲 流 的 可 能 性 , 
在 亚 声速 流动 中 ， 只 有 当主 流 中 压力 沿 固体 表面 向 下 游 增加 
时 ,才能 出 现 分 离 ， 然 而 , 在 超声 速 流动 中 ， 甚 至 在 压力 向 下 游 减 
小 时 ， 也 可 能 发 生 分 离 ， 这 样 的 现象 可 以 通过 弱 激 波 与 分 离 的 结 
合 而 产生 , 为 产生 分 离 所 需 的 压力 增 量 就 会 发 生 在 激 波 中 ; 在 激 波 
前 面 的 区 域 中 , 压力 向 下 游 可 以 是 增加 的 ,也 可 以 是 减 小 的 . 
有 关 激 波 从 边界 层 的 亚 声速 区 (或 从 分 离线 以 后 的 溃 流 区 ) 
“反射 "的 复杂 现象 ， 现 有 的 资料 还 不 足以 使 我 们 给 出 其 详细 的 图 


Q@ 在 $40 的 问题 中 ,已 经 确定 出 在 距离 Az 上 能 引起 层 流 边界 层 分 离 的 最 小 的 
压力 改变 量 Ap， 用 到 现在 的 情形 上 来 ， 我 们 所 关心 的 是 在 没 界 层 厚 度 6 量 级 的 距离 
上 所 出 现 的 压力 改变 景 ,得 出 了 决定 Ap 随 需 诺 数 增加 而 减少 的 规律 如 下 : 

AD 工 1 
p Ri 及 3 
@ 现存 已 尖 表 的 资料 ,还 不 足以 使 我 们 能 够 规定 景 大 的 允许 强度 ， 
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象 ， 在 这 些 现 象 中 , 起 重要 作用 的 事实 是 : 由 激 波 产生 的 扰动 通过 
边界 层 的 亚 声 速 区 可 以 向 上 、 下 游 两 个 方向 传播 ,并 在 边界 层 中 可 
能 引起 新 的 间断 ， 特 别 是 ， 另 一 个 弱 数 波 在 上 游 形成 可 以 引起 分 
离 ， 由 此 将 由 外 面 入 射 到 固体 表面 的 强 激 波 “ 排 开 ”， 在 图 87 中 ， 
直线 a 是 人 射 激 波 , 直线 8 是 在 上 游 形成 的 激 波 ,这 激 波 在 0 点 引 
起 分 离 ， 当 入 射 激 波 从 汕 流 区 的 亚 声速 区 “反射 ?时 ， 可 以 预料 到 
将 会 出 现 一 个 稀疏 波 . 





图 87 图 88 

上 面 的 所 有 讨论 只 针对 定常 相交 的 情形 ， 即 激 波 和 物体 处 于 
相对 静止 状态 ， 现 在 来 研究 非 定常 的 相交 情形 ， 这 时 入 射 到 物体 
上 的 是 运动 着 的 激 波 ， 所 以 交 线 沿 物 面 运动 .这 样 的 相交 伴随 着 
有 激 波 的 反射 ， 即 在 物 面 上 除了 入 射 激 波 之 外 ， 还 形成 一 个 由 物 
面 出 发 的 反射 激 波 . 

我 们 将 在 随 交 线 一 起 运动 的 坐标 系 中 来 研究 这 种 现象 ; 在 这 
个 坐标 系 中 , 激 波 是 定常 的 .反射 激 波 由 交 线 本 身 发 出 , 乃 是 最 简 
单 的 激 波 反 射 , 这 种 反射 称 为 正规 反射 (图 88)， 如 果 给 定 和 人 射 激 
波 的 人 射 角 w 和 强度 , 则 2 区 的 流动 就 唯一 地 被 确定 了 .反射 激 
波 后 的 气体 速度 必须 折 回 一 个 角度 , 以 使 其 速度 重新 平行 于 物 面 . 
当 这 个 折 回 的 角度 被 给 定时 ， 从 激 波 极 线 方程 就 可 以 得 到 反射 激 
波 的 位 置 和 强度 ， 对 于 某 个 给 定 的 角 ， 激 波 极 线 可 确定 出 两 个 不 
辐 的 激 波 , 即 弱 激 波 解 和 强 激 波 解 ( 8 86)， 实 验 结果 表明 , 反射 激 
波 总 是 属于 能 激 波 族 的 ,以 后 我 们 假定 取 弱 激 波 解 .必须 指出 , 当 
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入 射 激 波 强度 趋 于 零 时 , 则 反射 澳 波 的 强度 也 趋 于 零 , 同 时 反射 角 
aa 趋 于 入 射 角 aiy 这 正如 我 们 按 声学 近似 理论 所 预料 的 那样 ， 在 
wm->0 的 极限 情形 下 , 弱 族 反射 激 波 就 逐渐 变 成 从 “正面 ?入射 所 得 
到 的 反射 激 波 ( 893, 问 题 1). 
正规 反射 的 数学 计算 (在 理想 气体 中 ) 不 会 有 原则 上 的 困难 ， 
但 是 其 代数 运算 很 繁 ， 这 里 只 打算 讲 若干 结果 @. 
根据 激 波 极 线 的 一 般 性 质 可 以 清楚 地 看 出 ， 并 不 是 入 射 激 波 
参数 (入 射 角 a! 和 压力 比 p/p1) 取 任意 值 时 都 能 出 现 正规 反射 
压力 比 pa/pi 给 定时 ， 有 一 个 最 大 可 能 的 入 射 角 a@， 而 当 w> 
oz 时 , 正规 反射 是 不 可 能 的 ， 当 pa/2z;->co 时 ,最 大 的 人 射 角 趋 于 
anc sin (1/y) (对 于 空气 来 说 是 40°). 当 ps/2p1->1 时 ,ax 趋 于 90"， 
即 对 任何 入 射 角 来 说 , 正规 反射 都 是 可 能 的 ， 图 89 画 出 了 关于 空 


气 的 or 随 2i/2za 变化 的 函数 曲线 . 





图 90 





@ 有 关 激 波 反 射 的 更 为 详细 的 论述 ， 可 参 着 R. Courant,，K.O. Friedrichs， 
Supersonic Flow and Shock Waves,，1948; 有 中 译本 ， 科 学 出 版 社 ，1980; W， 
Bleakney, A.H.Taub, Reviews of Modern Physics,21,584,1949. 

关于 激 波 几乎 是 正面 入射 到 接近 于 180° 的 拐角 前 绿 的 正规 反射 ， 以 及 激 波 在 类 
似 的 扒 角 前 缘 上 掠 过 时 的 衍射 ， 这 两 个 复杂 问题 已 由 M. 莱特 希 尔 给 出 了 解答 
(Proceedings of the Royal Society, A198,454,1949; 220,554,1950). | 

吧 ”这 是 强 反 射 激 波 各 弱 反 射 激 波 重合 时 入 射 角 的 值 ， 


a 210 。 
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一 般 说 来 ， 反 射 角 as 与 人 射 角 ai 是 不 等 的 ， 有 这 样 一 个 人 
射 角 的 值 gy, 当 <a* 时 ,反射 角 aa<ali 反之, 当 ai>>ax 时 ,as 


xj。 ax 的 值 为 了 areeos (?- TD (对 于 空气 来 说 为 39.2*); 它 不 


依赖 于 入 射 激 波 的 强度. 加 

当 aa 时 ,正规 反射 是 不 可 能 的 ， 因而 入 射 激 波 必 在 离开 
物 而 的 一 定 距离 .上 发 生 分 又 ， 所 以 我 们 有 图 90 所 示 的 图 象 ,图 中 
有 三 个 激 波 以 及 一 个 从 入 射 激 波 分 叉 点 发 出 的 切 癌 间断 面 ， 


§ 104.， 绕 拐角 的 超声 速 流 动 


在 研究 物 面 上 拐角 角 顶 线 附近 的 流动 时 ， 仍 然 只 需 考虑 角 顶 
线 上 的 一 小 段 ， 并 且 假 设 它 是 直线 ， 拐 角 是 由 两 个 平面 相交 而 成 
的 ， 如 果 拐 角 的 角度 大 于 x, 我们 就 称 流动 在 拐角 外 ; 如果 拐角 的 
角度 小 于 xz, 就 称 流动 在 拐角 内 . 

亚 声 速 的 绕 角 流动 与 不 可 压缩 流体 的 绕 角 流 动 没有 实质 上 的 
差别 ， 然 而 ,超声 速 的 绕 角 流动 则 是 完 爹 不 同 的 ;其 中 一 个 重要 的 
性 质 是 会 出 现 由 拐角 角 顶 线 发 出 的 间 斯 面 . 

首先 来 研究 超声 速 气流 沿 拐角 一 边 到 达 顶 点 时 的 可 能 的 流动 
图 象 ， 根 据 超声 速 流动 的 一 般 性 质 , 在 气流 到 达 顶 点 以 前 ,气流 一 
直 是 均匀 的 .气流 折 转 到 平行 于 拐角 另 一 边 的 过 程 ， 是 在 由 顶点 
发 出 的 稀疏 波 中 发 生 的 ,这 时 流动 图 象 是 由 弱 间 面 (图 91 中 的 Oa 
和 02) 分 成 的 三 个 区 域 组 成 的 : 沿 40 边 运 动 的 均匀 气流 1, 在 稀 
芯 波 2 中 折 转 , 然后 又 以 匀速 度 沿 拐角 的 另 一 边 运 动 ， 应 当 指出 : 
辽 时 根本 没有 汕 流 区 形成 ;反之 ， 在 不 可 压缩 流体 的 类 似 流动 中 ， 
一 定形 成 一 个 以 拐角 的 角 顶 线 为 分 离线 的 汕 流 区 (835 中 的 
图 16). 

设 v1 是 来 流 (图 91 中 的 1 区 ) 的 速度 , c: 是 来 流 中 的 声速 , 则 
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, 图 91 
蚂 间 断面 Oa 的 位 置 可 根据 它 与 流 线 交 成 马赫 人 角 这 个 条 件 ,直接 由 
马赫 数 Mi 一 v1/ci 确定 ， 稀 疏 波 中 的 速度 和 压力 的 变化 由 公式 
(101. 12) 一 (101. 15) 确 定 ; 剩 下 的 只 需 指定 一 个 参考 方向 ,从 它 开 
始 量度 这 些 公式 中 的 角度 gg， 直线 %=0 对 应 于 9 一 o=cr; 当 
M,>>1 时 , 实际 上 并 不 存在 这 样 的 直线 , 因为 处 处 都 有 v/e>1. 但 
是 ,如 果 想 像 稀 政 波 在 形式 上 扩展 到 Oa 左边 的 区 域 中 二 ， 则 可 以 
利用 公式 (101. 12), 并 求 出 间断 面 04 必须 对 应 4 的 一 个 值 ; 
Wa/ . Tarecose, 

同时 ,从 0a 到 05 时 , 角 4$ 应 是 增 大 的 . 根据 速度 方向 变 到 平行 于 
拐角 的 边 0B, 可 以 定 出 间断 面 05 的 位 置 . 

稀疏 波 中 气流 的 拆 转 角 不 能 大 于 § 101 问题 2 中 所 确定 的 值 
Xax， 如 果 绕 流 经 过 的 角 旭 小 于 x-Xmox; 则 稀 瑟 波 不 可 能 使 气流 
夸 过 所 需 的 角度 ,因而 得 到 图 912 所 示 的 流动 图 象 ， 因 此 ， 燃 臣 
波 2 一 直 进 行 到 压力 等 于 零 为 止 (到 达 02 线 ) ， 稀 政 波 与 固 璧 
之 间 由 一 个 真空 区 (3 区 ) 隔 开 . 

然而 ， 上 述 的 流动 图 象 并 不 是 唯一 可 告 的 图 象 . 图 92 和 图 
93 画 出 了 不 同 的 医 象 , 其 中 郑 有 一 个 静止 气体 的 区 域 紧 贴 着 拐角 
的 第 二 个 边 ， 由 一 个 邹 向 间断 面 将 这 静止 气体 区 域 和 运动 气体 区 
“212« 
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域 隔 开 ; 通常 , 切 向 间断 面 要 变 成 一 个 淇 流 区 ， 所 以 上 述 情形 对 应 
于 出 现 分 离 的 情形 DO， 在 稀 醇 波 (图 92) 或 激 波 (图 93) 中 ， 气 流转 
过 了 一 定 的 角度 ,但 是 只 有 当 激 波 不 太 强 时 ， 通 过 激 波 折 转 的 情 
形 才 是 可 能 的 (根据 $ 103 所 给 出 的 一 般 性 讨论 ). 

在 任何 一 个 具体 情形 中 , 到 底 会 出 现 哪 种 流动 图 象 , 一 般 说 来 
取决 于 远离 拐角 的 流动 条 件 . 例如, 当 气 流 流 出 吗 管 时 (这 里 的 抠 
角 顶 点 是 出 日 处 的 边缘 )， 了 解 虹 总 气流 的 压力 2 和 外 部 介质 的 
压力 pe 之 间 的 相互 关系 是 重要 的 ， 如果 po 过 Pp1， 流 动 是 图 92 所 
示 的 类 型 ; 因此 稀疏 波 的 位 置 和 张 角 由 3 区 和 4 区 中 压力 桨 等 于 
p。 的 条 件 确定 ，7。 越 小 ， 则 气流 必须 转 过 的 角度 也 越 大 ， 但 是 ， 
如 果 角 6( 图 92) 加 大 ,气体 压力 就 不 可 能 达 汉 所 需 蕊 利 pe 在 正 
力 降 为 pe 之前， 速度 方 向 就 变 得 平行 于 拐角 的 边 08 了 ， 所 以 ， 
出 口 边 缘 附近 的 流动 就 如 图 91(a) 所 示 . 出 日 0B 外 鲁 阶 近 的 压 
力 完全 由 角度 6 决定 ,而 不 取决 于 压力 zs; 只 要 在 气流 离 出 口 一 
段 距 离 处 , 压力 就 最 后 降 为 Be。 

反之 ,如果 pe 之 五， 则 绕 出 口 边缘 的 流动 就 是 图 93 所 示 的 类 
型 ,有 一 个 从 边 当 出 发 并 将 压力 由 pi 升 高 到 96 的 激 波 ， 然 而 ,这 


@ 根据 实验 结果 ,气体 的 可 压缩 性 使 得 切 向 间断 面 所 引起 航 注 说 区 的 张 角 有 所 
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只 有 在 pe 和 yi 的 差别 不 太 大 时 ,也 就 是 在 激 波 不 太 强 时 , 才 有 可 
能 ;否则 , 在 喷 管 的 肉 壁 上 会 有 分 离 ， 而 且 激 波 进入 喷 管 内 部 ， 如 
$ 90 所 述 . : 

其 次 ,我 们 来 研究 拐角 内 的 流动 .在 亚 声速 的 情形 下 ,这 种 滞 
动 伴随 着 有 拐角 顶点 前 面 某 个 点 上 的 分 离 (参看 8$ 40 末 )， 然 而 ， 
在 超声 速 来 流 的 情况 ， 流 动 的 转向 可 由 从 顶点 发 出 的 激 波 来 实现 
(图 94) .这 里 还 必须 说 明 一 点 ， 只 有 在 激 波 不 太 强 时 , 这 种 简单 
的 无 分 离 流 动 图 象 才 是 可 能 的 ， 激 波 的 强度 随 气 流 折 转角 的 增 
加 而 增加 ,因此 我 们 可 以 说 , 只 有 在 % 不 太 大 时 ,无 分 离 的 流动 才 
是 可 能 的 . 





图 9 图 95 

现在 来 研究 自由 超声 速 来 流 流向 杭 形 顶 点 时 所 产生 的 流动 图 
象 (图 95).， 气流 在 通过 从 顶点 发 出 的 两 个 激 波 后 , 流 回 被 折 转 到 
平行 于 枫 形 两 边 的 方向 ， 正 如 8 103 中 已 经 说 明 的 ， 这 是 一 种 能 
够 从 闸 体 表面 发 出 任 必 强度 沿 波 的 特殊 情形 . 

如 果 已 知 来 流 的 速度 2 和 声速 ce:"， 就 可 以 确定 数 此 的 位 置 
和 激 波 后 面 区 域 中 的 气体 流动 ， 速度 vs 的 方 同 必须 平行 于 棉 形 
的 一 边 04: ee 二 tg 多 .因此 ,利用 一- 条 道 过 原点 并 与 横 轴 交 成 
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已 知 角 的 弦 ( 图 50) ， 就 可 以 直接 从 激 波 极 线 定 出 zz 和 确定 激 
波 位 置 的 角 $, 这 在 § 86 中 讲 过 ， 我 们 已 经 知道 , X 给 定时 , 激 波 
极 线 将 给 出 两 个 不 同 的 激 波 解 ,它们 的 $ 值 不 同 ， 其 中 一 个 (对 应 
于 图 50 中 的 点 B) 是 较 弦 的 ,一 般 说 米 , 它 保持 激 波 后 的 流动 为 超 
声速 流 ; 另 一 个 较 强 , 它 使 得 激 波 后 的 流动 变 成 亚 声 束 的， 在线 有 
限 的 棉 形 物 面 流动 的 情形 下 ®, 总 是 选取 前 者 , 即 弱 激 波 解 ， 应 该 
记 住 ， 这 种 选择 实际 上 取决 于 远离 棉 形 的 流动 条 件 ， 在 绕 很 尖锐 
的 棉 形 (X 很 小 ) 的 流动 中 ， 形 成 的 激 波 显然 是 很 弱 的 .我 们 很 自 
然 地 认为 : 随 着 栅 顶 角 的 增加 , 激 波 强度 是 单调 增加 的 ; 这 相当 于 
沿 激 波 极 线 上 弧 8C (图 50) 从 Q 到 0 的 移动 . : 

在 § 86 中 还 知道 , 激 波 上 气流 速度 矢量 的 拆 转角 不 能 大 于 某 
个 取决 于 Mi 的 值 X,。, 因此 ,如 果 模 形 的 任何 一 边 与 来 流 方向 的 
夹 角 大 于 XX,w, 则 上 述 流动 图 象 是 不 可 能 出 现 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 
攀 形 附近 的 气流 必须 是 亚 声速 的 ， 这 是 由 于 槐 形 前 面 的 某 个 位 置 
上 出 现 激 波 而 形成 的 (参看 $114)， 因 为 XX。… 随 Mi 而 单调 增加 ， 
”所 以 我 们 也 可 以 说 : 对 于 给 定 的 2 
角 X%， 来 流 的 Mi 必须 大 于 某 个 ~ 
值 Mimia。 

最 后 还 应 指出 ， 如 果 横 形 两 
边 相 对 于 来 流 的 位 置 如 图 96 所 
示 , 那 末 , 激 波 当然 只 在 规 形 的 一 
侧 形成 ; 另 一 侧 则 由 稀 琉 波 而 使 图 96 
气流 折 转 . 





Q@ 境 两 个 无 限 平 面 交 成 的 尖 杭 的 流动 这 种 纯 属 形式 上 的 问题 ， 是 没有 网 理 意 
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问 ” 题 
设 在 绕 顶 角 很 小 (Y< 祥 1) 的 攀 形 | 值 很 大 (Mi: 福 1/X0， 试 求 此 时 
气流 中 激 波 的 位 置 和 强度 . 
解 : 当 XY<1 时 , 激 波 极 线 给 出 两 个 如 值 ,一 个 接近 于 零 ， 另 一 个 则 接近 


于 士 x， 我 们 所 要 求 的 障 激 波 对 应 于 前 一 个 值 , 它 的 值 为 $= 士 (y 十 DD 放 参 


看 $ 86 中 的 问题 .根据 式 (86. 9) ,压力 比 为 2 激 


波 后 的 M 信 为 
0 
= 


也 就 是 说 , M: 仍 提 远大 于 1, 但 是 并 不 远大 于 1/X。 


$ 03， 绕 锥 形 物 体 的 流动 

物体 上 尖 凸 块 附近 的 定常 超声 速 流 动 , 是 个 三 维 问题 ,而且 比 
绕 二 维 尖 栋 ( 其 前 缘 为 一 直线 ) 的 流动 远 为 复杂 、 直 到 现在 ， 对 这 
个 问题 尚未 作出 全 面 的 一 般 性 研究 ， 其 中 唯一 已 经 完全 解决 了 的 
问题 是 绪 轴 对 称 尖 同 抉 的 流动 ,下 面 就 讨论 这 种 情形 

在 靠近 尖 凸 块 的 质点 处 ， 轴 对 称 的 尖 凸 块 可 以 看 成 是 一 个 正 
圆锥 ， 由 此 把 问题 归结 为 均匀 来 流 绕 零 攻 角 正 圆锥 的 流动 。 在 定 
性 上 ,其 流动 图 象 如 下 所 述 . 

就 像 类 似 的 绕 二 二 
激 波 (A. 布 塞 曼 ,1929), 同 时 从 对 称 性 出 发 ,这 个 激 波 显 然 是 一 个 
与 被 绕 流 圆锥 共 轴 的 锥 面 ， 而 且 有 共同 的 顶点 (图 97 表示 由 一 个 
通过 圆锥 轴线 的 平面 在 圆锥 上 截取 的 截面 ). 但 是 , 现在 的 情况 与 
二 维 的 情形 不 同 , 激 波 并 没有 把 气体 的 速度 转 过 整个 角度 X ,以 使 
气体 沿 着 圆锥 表面 流动 (2% 是 圆锥 的 顶 角 )， 在 通过 间断 面 之 后 ， 
流 线 变 弯 ,并 渐 近 地 趋向 于 圆锥 的 母线 ， 流 线 的 这 一 弯曲 ,伴随 着 
e 216。 
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密度 的 不 断 增加 (除了 在 激 波 上 密度 的 增加 之 外 ) 以 及 速度 的 相应 
减 小 ， 在 紧 靠 着 激 波 后 面 的 区 域 中 ， 一 般 说 来 速度 仍然 是 超声 速 
的 (和 二 维 的 情形 一 样 , 由 激 波 极 线 的 超声 速 部 分 确定 其 速度 ), 但 
是 在 圆锥 的 表面 上 , 速度 可 以 是 亚 声速 的 ， 和 二 维 的 情形 一 样 ,对 
于 来 流 马赫 数 M =v1/ci 的 每 一 个 值 ， 相 应 地 存在 圆锥 顶 角 的 某 
个 极限 值 Xs 超过 这 一 极限 值 ,这 种 绕 流 就 不 可 能 存在 . : 

圆锥 形 激 波 与 来 流 中 的 所 有 流 线 相 交 成 同一 角度 , 因此 , 激 波 
是 等 强度 的 ， 于 是 可 以 得 出 结论 (参看 $ 106): 激 波 后 面 的 流动 也 
是 等 炉 的 势 流 . 

根据 问题 的 对 称 性 及 其 自 相 似 性 的 特性 (在 所 考虑 的 条 件 中 
根本 没有 固定 的 特征 长 度 ) ,很 明显 , 激 波 后 所 有 的 量 (速度 ,压力 ) 
的 分 布 都 只 依赖 于 角度 6， 这 9 是 从 圆锥 顶点 指向 所 讨论 点 的 矢 
径 与 圆锥 轴线 (图 97 中 的 x 轴 ) 的 夹 角 ， 因 此 ,运动 方程 组 是 常 微 
分 方程 组 ; 这 些 方程 在 激 波 上 的 边界 条 件 ， 由 激 波 极 线 的 方程 确 
定 , 而 在 圆柱 表面 上 的 条 件 是 : 速度 必须 平行 于 圆锥 的 母线 . 但 是 ， 
这 些 方程 不 能 积分 成 解析 的 形式 ， 而 不 得 不 作 数值 计算 ， 请 读者 








到 别 的 著作 @ 中 去 查找 有 关 的 计算 结果 ， 本 已 只 给 出 最 大 可 能 的 
圆锥 角 X 和 Mi 之 间 的 函数 曲线 (8$ 86 中 图 51)， 我 们 还 可 以 
指出 : 当 Mi->]1 时 , 角 Xmx 趋 于 零 : 


X 二 常数 Xx。 fi ， (105. 1) 


可 由 一 般 的 跨 声速 相似 律 (118. 11) 导出 ;其 中 常数 与 Mi 以 及 
nn 

只 有 在 圆锥 项 角 非 常 小 的 极限 情形 下 ， 绕 圆锥 流动 问题 才 可 
能 有 解析 解 ， 显 然 ,在 这 种 情形 下 ,各 点 的 气流 速度 与 来 流速 度 w 
没有 多 大 差别 .用 2 表示 所 讨论 点 上 的 气体 速度 与 2, 之 间 的 
(很 小 的 ) 差 值 ， 同 时 利用 w 的 速度 势 %， 就 可 以 应 用 线 化 方程 
(106. 4); 如 果 取 极 轴 沿 着 贺 锥 轴线 的 柱 坐 标 z,?7, o(@ 是 极 角 )， 
则 方程 为 : 








z 34 1 39 :9 _ 
7 + 6 (105. 2) 
或 者 ,对 于 轴 对 称 解 , 则 有 : 
r Fs 7)- p34 $=0, : (105. 3) 
式 中 z 
_ fv 
pb _ Gul, : (105. 4) 


为 了 使 速度 分 布 只 是 9 的 函数 ， 势 函数 一 定 具有 下 列 形式 : $= 

zf (8)， 其 中 £=r/z = 二 tg06， 将 上 式 代入 方程 (105. 3) ， 得 到 函数 

f(5) 的 方程 为 | 
é(1—pP°é)f" +f’ =0, 

。 @ 例如 ; H. E. Kounn, IH.A.KeGe1s, H.B. Pese, Teopemunecrxan TUudpoN- 

exanuxda, Uacm, IT, CTP. 193, Tovrexu3aar, 1948; L. Howarth ed., Modern 


Developmants in Fluid amos High Speed Fl ux, Vol. 1, Ch. 5,0Q.,ford 
1953. 
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这 个 方程 的 解 是 初等 图 数 ， 平 凡 解 
f= 常数 
对 应 于 均匀 流动 ; 另 一 个 解 为 
-一 汕 /1 Bf£2 1 
f 第 数 x ( 1— Pp’é arcoh Be) 
在 圆锥 表面 上 ( 即 当 上 =tgX 一 X 时 ) 的 边界 条 件 为 
2 134_- (105. 5) 





或 
f'=vX. 


因此 , 非 平凡 解 中 常数 为 v1 闻 ， 同 时 可 得 区 域 xz 之 Br 中 的 势 函 数 
表达 式 如 下 @Q: 


$b =vX? (Vp -zarcoh 雇 ) (105. 6) 
应 当 指 出 : 当 ->0 时 ,$$ 有 对 数 奇 性 . 


现在 可 以 求 出 速度 分 量 : 
Vz 一 一 DiMXeareeh- pr， 
yx? | (105. 7) 
人 /vi— Bri 


圆锥 表面 上 的 压力 则 按 公式 (106. 5) 计 算 ; 因为 当 Y->0 时 ,$ 有 对 
数 奇 性 ,所 以 ( 当 > 很 小 时 ) 圆锥 表面 上 的 速度 w 远大 于 wz* 于 征 ， 
我 们 只 需 保留 压力 公式 中 带 v7 的 项 ， 结 采 为 


有。 
p—p1=p0tX? |m 疡 - 瑟 | (105. 8) 


所 有 这 些 用 线 化 理论 导出 的 公式 ， 当 M, 远大 于 1/X 时 就 不 再 适 


用 了 (参看 3 119). 
像 侈 圆锥 的 对 称 流 动 一 样 ， 绕 具 有 任意 截面 的 锥 体 的 流动 也 


@@ ”在 这 种 近似 的 条 件 下 ,网 锥 面 zx 一 Pr 就 是 器 间断 面 . 
。219 . 
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是 自 相 似 的 流动 ， 它 根本 没有 特征 长 度 的 参数 ， 所 以 速度 分 布 只 
可 能 是 坐标 的 比值 y/z,z/z 的 函数 , 即 速度 沿 着 通过 原点 ( 锥 体 的 
项 点) 的 任何 直线 是 不 变 的 。 这 种 自 相似 流动 称 为 锥 形 流 @. 


问 题 
设 圆锥 的 项 角 2X 很 小 , 日 攻 角 < 也 很 小 , 试 确定 线 该 贺 锥 的 流动 (C. 法 
拉 里 ,C. Ferrari, 1937)@. 
和 解 ， 取 圆锥 的 轴线 〈 而 不 是 来 流 的 方向 ) 为 > 轴 ; 如 果 略 去 高 阶 最 〈~ 
a$)， 则 势 函 数 的 线 化 方程 (105.2) 不 变 ， 利 用 热 函 数 可 定 出 气体 速度 为 vi 
十 V$. 圆锥 表面 上 的 边界 条 件 为 
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寻求 下 列 和 式 的 办 
$=$ V(r,7) 十 cos@ $Y (zr, 7), (1) 


其 中 $0 的 表达 式 为 式 (105.6), 而 %2? 满 足 边界 条 件 2 0. 函数 


$9 可 以 写 为 rf( 工 二 厨 将 7feosw 代入 方程 (105. 2), 则 得 了 的 方程 为 


< (P21)+f (2 3) =0. 
平凡 解 一 常数 对 应 于 (以 速度 via) 沿 垂直 于 圆锥 轴 方 向 的 均匀 流动 ; 另 
一 个 解 得 出 
$2) me :a( 入 ~v 2 一 及 272 一 DTarcch 素 } 
气体 速度 为 o1 十 v0 十 v3, 其 中 ,v=V$ 人 ,而 v 人 由 公式 (105.7) 给 出 ， 压 
力 由 下 列 公式 计算 ; 
pO— DI (ooret 3 和) +( ee 


@ ”有关 这 类 流动 的 各 种 问题 的 岸 细 讨 论 ， 可 参看 E. Carafoli, IJigh Speed 
Acrodynamics (Compressible Flow), Pergamon Press, London，1958， 

国有 有 关 任 意 细 长 的 旋 成 体 这 一 类 问题 的 解 ， 可 参看 F. I. Frankl and E. A. 
Karpovich, Gas Dynamics of Thin Bodies, § 2-7,1nterscience, New Yoi:k, 
1953 (中 译本 : 对 .于 . 伏 朗 克 尔 ,E. A. 下 波 维 奇 : < 注 物 体 的 气体 动力 学 >， 杜 棣 华 译 ， 
科学 出 版 并 ,1958) 。 
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二 (一 sinQ sin® 十 2 ) ot， 
其 中 必须 保留 到 a 的 % 的 二 阶 项 . 由 下 式 即 可 求 出 锥 面 上 的 压力 为 
2 te 
BX 2 


一 2CXeosw 十 czcos20) 。 
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第 十 二 章 ”气体 的 二 维 流动 


$ 106.， 气体 的 势 流 

下 面 我 们 将 遇 到 很 多 重要 情形 ， 其 中 可 压缩 气体 的 流动 几乎 
处 处 都 可 看 作 是 势 流 . 这 里 将 导出 势 流 的 一 般 方程 ， 并 讨论 这 些 
方程 的 适用 性 问题 . 

可 压缩 气体 的 势 流 在 穿 过激 波 以 后 ， 通 常 要 变 成 有 旋 流 ， 但 
是 也 有 一 种 例外 ， 即 定常 势 流 穿 过 强度 沿 波 面 不 变 的 激 波 时 的 情 
况 ; 例如 , 当 均 匀 流 穿 过 一 个 激 波 而 这 激 波 与 每 条 流 线 的 交角 都 相 
同时 ,情况 就 是 如 此 外 ;这 时 ， 激 波 后 面 的 尝 动 仍然 是 势 流 ， 为 了 
证 明 这 点 ,我 们 利用 下 列 形式 的 欧 抽 方程: 


于 Yo 一 0x(Vx 轨 一 一 地 Vz 
(参看 (2. 10)) ,或 
v(w 二 条) 一 号 x (Vx vw)=7Ys, 
式 中 利用 了 热力 学 恒等式 : dw=Tds+ 2. 但 在 激 波 前 面 的 势 流 


中 ，uw 十 艺 一 常数 ,而 它 在 激 波 上 又 是 连续 的 ， 因 而 这 个 量 在 激 波 
后 面 处 处 相同 ,所 以 
VX(VXV)=—TYs. (106. 1) 
激 波 前 面 的 势 流 是 等 炉 的 ， 在 任意 激 波 的 一 般 情况 下 ， 坑 的 
在 超声 世 党 尖 珊 或 圆锥 的 流动 中 ( $ 104，$ 105), 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 情形 , 
。 LLL 。 
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间断 值 在 整个 激 波 面 上 是 变化 的 ， 在 激 波 后 面 的 区 域内 , Vs 0， 
因而 Vx 双 也 不 为 零 . 但 是 ,车 激 波 是 等 强度 的 , 则 其 中 毁 的 间断 
值 就 是 常数 ,所 以 激 波 后 面 的 流动 也 是 等 箭 的 , 即 Vs 二 0， 由 此 可 
知 ,或 者 VX 吕 =0, 或 者 矢量 2 与 Vx 处 处 平行 .但 后 一 种 情 
况 是 不 可 能 的 , 因为 在 激流 上 , 2 总 有 非 零 的 法 向 分 量 ,但 Vx 
的 法 向 分 量 却 总 是 为 零 (因为 这 个 法 向 分 量 是 由 速度 切 向 分 量 的 
切 向 导数 给 出 的 ,而 速度 的 切 向 分 量 又 是 连续 的 ). 

还 有 一 种 重要 情形 , 即 势 流通 过 的 是 弱 激 波 , 这 时 ， 尽 管 有 激 
波 , 势 流 仍 在 继续 ， 我 们 已 经 知道 (§ 83), 在 这 样 的 激 波 中 ， 焕 的 
间断 值 与 压力 或 速度 间断 值 相 比 是 三 阶 量 ， 因 此 ， 由 (106. 1) 可 
知 ,在 激 波 后 面 , Vx 也 是 三 阶 量 ， 这 就 使 我 们 可 以 认为 ， 在 激 
波 后 面 是 势 流 , 其 误差 是 更 高 阶 的 小 量 . 

现在 来 推导 可 压缩 气体 作 任意 定常 势 流 运动 时 ， 其 速度 势 的 
一 般 方程 。 为 此 ,我 们 利用 欧 拉 方 程 


1 C2 
和 V) 人 一 一 一 VI 一 一 一 
(VV) 2 V2 pvp 


从 连续 方程 V. (p2) 三 py: 十 .Vp 二 0 中 消去 密度 ,得 
CV:V—V. (VV)V=0. : 
引进 速度 势 , 使 过 =V%, 并 按 分 量 写 出 , 即 得 方程 
(c2 一 为 3) 的 :< 十 (cz 一 几 3) 0 十 (2 一 的 :7 92 
—2(Gprprprrt Brpedysit BpsD zz) 一 0， (106. 2) 
式 中 的 下 标 表示 偏 导数 ， 特 别 地 , 对 于 二 维 流动 ,我 们 有 
(cz 一 0z) 0 十 (C2—$s) 0 十 29 罗 0 一 0. (106. 3) 


在 这 些 方程 中 , 声速 必须 通过 速度 表示 出 来 ;原则 上 ， 这 种 表示 式 ， 


可 以 用 伯 努 利 方程 w 十 全 一 常 数 和 等 迷 方 程 。 一 常数 求 得 公式- 
(80. 18) 给 出 用 2 表示 6 的 函数 关系 ,适用 于 理想 气体 的 情况 . 

若 各 点 的 气体 速度 与 无 穷 远 来 流速 度 相 比 ， 它 们 的 天 小 和 广 

。 223。 





向 差别 都 不 大 ， 则 方程 (106. 2) 可 大 为 简化 O. 这 意味 着 激 波 ( 如 
果 有 的 话 ) 较 弱 , 因而 势 流 不 受 破坏 

仿照 前 面 讲 的 类 似 情 况 , 我 们 用 表示 给 定点 上 气体 速度 与 
来 流速 度 之 间 微 小 的 速度 差 、 用 wm: 表示 来 流 速度 ， 则 合 速度 可 
写成 D1 十 加, 现在 用 $ 表示 速度 2 的 势 , 即 二 V#$, 则 由 (106. 2)， 
通过 代 换 $ 一 $ 十 zo01, 可 求 得 这 个 速度 势 的 方程 .我们 取 z 轴 沿 矢 
量 v1 的 方向 。 然 后 , 我们 把 % (的 导数 ) 看 作 是 小 量 ， 并 略 去 所 有 
高 于 一 阶 的 项 , 即 得 下 列 线性 方程 : 

MDSE+S + =0, (106. 4) 

这 里 ， Mi 一 于 当然 ,其 中 声速 是 无 穷 远 处 的 值 . 


任何 一 点 的 压力 , 都 可 按 同样 的 近似 程度 , 利用 一 个 公式 来 确 
定 ,而 以 速度 来 表 出 , 这 个 公式 可 求 得 如 下 ， 我 们 把 2 看 作 是 妈 的 


函数 (s 给 定时 )， 利用 关系 式 ( 下 = 则 可 写 出 


?一 2 人 ( 缉 ) (w— 11) =pi(W— wi). 


由 伯 努 利 方程 ,得 
w—wi=—[(V1+w)!—01] 
a Me. Ns 
一 一 本 (0 十 223 7) 2Z1229 
所 以 _ 
2 一 2 = 一 pivivs 一 地 1 (v3 二 v2). (106. 5) 


在 这 个 表达 式 中 ,横向 速度 平方 项 一 般 应 予 保留 ,因为 在 zx 轴 附 近 








@@ §105 中 已 讨论 过 这 类 情况 之 -…( 绕 细 锥 的 流动 ); 其 它 的 将 在 有 关 气 体 纸 任 
意 薄 物体 流动 的 问题 中 遇 到 ， 
。22 了 ， 





的 区 域内 (特别 是 在 物 面 上 ) ,导数 29 2 2 可 能 比 22 大 得 多 ， 


' Dz 
但 车 马 严 数 MM 很 按 谋 于 1 sy 以 致 方程 (106. 4) 
0 则 该 方程 不 适用 ， 显 然 ， 在 这 种 情况 下 ， 
须 保 留 上 对 zz 导数 的 更 高 阶 项 ， 为 了 推导 Og 
et eh ee 





(bet bm tbs 0. (106. 6) 
在 目前 情况 下 , 速度 加 人 兰 w， 声速 C 接近 于 临界 速度 cr 《现在 必 表 
示 合 速度 )， 因 此 , 可 以 写成 c 一 cs 一 (vew) (性) ”， 或 c-， 


= (6 一切 | 1 一 ( 锋 ),，。 |] 利用 以 下 事实 , 即 当 2=o=cs 时 ， 由 


(80. 4 可 得 42 一 一 全, 于 是 可 写 出 ( 当 0=os 时 ) 


dc dc dp__p ac 


do dp dv c CD 
所 以 


od Ce 0000) toy (106. 7) 
C dap 


这 里 我 们 利用 了 导数 < 人 的 表达 式 (92 9) ,而 es 表示 "一 cx 时 


(95.2) 式 中 & 的 值 ;理想 气体 的 a 是 常数 , 所 以 @x 一 % 二 -二 (P 十 . 
按 同 样 的 谁 确 度 ,这 个 方程 可 写 为 ~ 
2 9 , 
-1 A 1) (106. 8) 


并 给 出 跨 声 速度 动 中 马赫 数 M 与 My 之 闻 的 一 般 关系 . 
利用 这 个 公式 ,我 们 可 以 写 出 
。225 。 





3ag vr] 6, vy 9$_v (106. 9) 


二 ”一 mi, 


把 这 些 式 子 代 进 (106. 6), 我 们 最 后 得 到 跨 声 建 流动 的 速度 势 方 程 
如 下 (其 各 点 速度 几乎 都 平行 于 xz 轴 ): 
cu, 20223829 (106. 10) 


— a 


*Dz dr dy: 3z2- 
在 这 里 ， 气 体 的 特性 只 通过 常数 ws 表现 出 来 ， 下 面 我 们 将 看 到 ， 
这 个 常数 决定 着 跨 声 速 流动 特点 对 气体 性 质 的 全 部 依赖 关系 . 
对 另 一 种 极限 情形 ， 即 M, 的 值 非常 大 的 情形 ， 线 性 方程 
(106. 4) 也 不 适用 ， 不 过 , 遇 到 这 样 的 Mi 值 ,由 于 出 现 强 激 波 , 使 
得 势 流 实际 上 已 不 可 能 存在 了 (参看 $ 119)， 


§ 107.。 定常 简单 疲 


我 们 来 确定 气体 定常 二 维 超声 速 流 动 方程 的 一 般 形式 解 ， 这 
种 解 所 描述 的 流动 是 : 在 无 穷 远 处 有 均匀 的 平面 平行 气流 , 然后 当 
它 绕 一 个 弯曲 的 剖面 流 过 时 ， 折 转 一 个 角度 ， 我 们 在 讨论 拐角 附 
近 的 流动 时 ,已 经 遇 到 过 这 种 解 的 一 个 特殊 情形 ; 本 来 是 个 平行 气 
流 , 沿 着 拐角 的 一 边 流动 , 流 到 角 项 处 发 生 折 转 ， 在 这 个 特殊 的 解 
中 ,所 有 的 量 ( 速 度 的 两 个 分 量 ,压力 和 密度 ) 都 只 是 一 个 变量 即 角 
度 $ 的 函数 ， 所 以 其 中 每 一 个 量 都 可 表 成 其 它 任 一 个 量 的 函数 . 
因为 这 个 解 必 须 是 待 求 的 一 般 解 的 一 个 特殊 情形 ， 自 然 就 可 在 以 
下 假定 的 基础 上 来 寻求 一 般 解 , 即 假定 ?, p,oe, vy (运动 平面 取 为 
zy 平面 ) 这 些 量 中 的 每 一 个 都 可 表 成 其 它 任 一 个 的 函数 ， 当 然 ， 
这 个 假定 对 运动 方程 的 解 加 了 相当 大 的 限制 ， 因 而 这 样 求 得 的 解 
就 不 是 那些 方程 的 通 积分 了 ， 在 一 般 情 况 下 ， 作为 两 个 坐标 23 
"6L6， 





的 务 数 的 量 2 Pp,?,2y 中 的 每 一 个 ， 都 可 表示 成 这 些 量 中 任何 两 
个 量 的 国 数 ， 

因为 在 无 穷 远 处 是 均匀 流 , 共 中 所 有 的 量 都 是 常数 ,特别 是 炉 
3 为 前 数 ; 又 因为 在 理想 流体 的 定 篆 流动 中 ， 沿 流 线 的 焰 是 不 变 
的 ,所 以 , 只 要 在 气体 中 没有 激 波 ,显然 在 全 空间 保持 s = 常数 ;下 
面 , 我 们 就 作 这 样 的 假定 . 








欧 拉 方 程 和 连续 方程 为 
Ov, oor 1 9p OVy 3o， 1 3p. 
Dz 97 二 vy dy | ~“p DD Do Vx 37 十 2y a 


元 (Doa) ta (pos) 二 0. 


把 偏 导数 写成 雅 可 比 a 可 将 这 些 方程 改写 如 下 : 


v9V539) IVzs 7) _ 1 9(p,Y) 
“a(z, y) ra(z,9y) p 9(z,y) 


9(v,,9) _ ,V1,7) _ 1 9(p,7), 
“a(z,y) 'g(z,y) pa(z,y) 


9(p9;, y) _ 9 (py, 2Z) = 
9(z,y) 9(7x,9) 


现在 取 ( 比 如 说 ) z 和 2p 作为 独立 变量 ， 为 了 实现 这 一 变换 ， 只 须 


将 上 面 的 方程 乘 以 52 的 ,这 样 求 得 的 方程 形式 不 变 , 只 是 方程 中 
每 个 雅 可 比 行列 式 的 分 母 3(z,g) 都 换 成 了 3(z, 7)， 现 在 把 这 些 
雅 可 比 行 列 式 展开 ， 记 住 ， 所 有 的 量 Po DVDr, Dy 都 被 假设 成 只 是 PD 


的 图 数 ,而 不 是 z 的 图 数 , 所 以 它们 对 z 的 偏 导 数 为 零 ， 于 是 得 


og\dv, 1 9y ( 半 ) 名 = oe 
(»— drap par \' dr/ap™ Pp’ 


of 2 9Y 9V> 
(o- Mdp 3 Ee 
mo3y-e 一 /cy i 1 9y.、 ,a 
这 里 特 表 示 ( 荫 ) 。 在 这 些 方程 中 , 除 肛 以 外 ， 所 有 的 量 按 假定 都 


e 227 。 




















只 是 卫 的 函数 ,而 不 显 含 x 。 由 此 我 们 可 以 断定 ,首先 ,型 也 只 是 


2 的 国 煞 : 二 J1(7), 十 是 ， 


y= 2f1(7)++f, (7), (107. 1) 
式 中 , f(7) 是 压力 的 任意 函数 . 

如 果 我 们 利用 早已 熟知 的 绕 拐角 流动 中 关于 稀 朴 波 的 特 解 
($101,§ 104) , 则 毋须 再 作 进一步 计算 ， 记 住 ,在 这 个 解 中 ， 所 有 
的 量 ( 包 括 压 力 ) 沿 任 一 条 通过 角 顶 的 直线 (特征 线 ) 都 是 常数 ， 这 
个 特 解 显然 对 应 于 如 下 情形 , 即 一 般 表 达 式 (107. 1) 中 任意 函数 
f2(7) 恒 等 于 零 ， 函数 有 (7) 由 $101 所 求 得 的 公式 确定 . 

对 于 各 个 不 同 的 常数 p， 方 程 (107. 1) 就 在 zg 平面 内 定 出 一 
族 直 线 ， 这 些 直线 与 流 线 在 每 一 点 的 交角 都 是 马赫 角 。 我 们 从 在 
f=0 的 特 解 中 直线 族 y= zf (z) 所 具有 的 这 种 性 质 ， 可 以 立即 看 

一 结果 .于 是 ,在 一 般 情况 下 , ( 自 物 面 出 发 的 ) 某 族 特征 线 是 
由 这 样 的 直线 组 成 , 即 沿 着 这 些 直线 ,所 有 的 量 保持 不 变 ， 但 这 些 
直线 不 再 是 共 点 的 了 . 

从 数学 上 讲 ， 上 述 流动 的 特性 ， 与 一 维 简单 波 的 特性 完全 业 
似 ， 在 … 维 简单 波 中 ， 特 征 线 的 一 族 是 zt 平面 中 的 直线 族 ( 参 看 
§ 94,§ 96,§ 97). 因此 ,目前 所 讨论 的 这 种 流动 在 定常 (超声 速 ) 二 
维 流动 理论 中 所 处 的 地 位 ， 与 简单 波 在 不 定常 一 维 流动 中 所 处 的 
地 位 是 相同 的 . 鉴于 这 个 类 比 关系 ,这 种 流动 也 称 为 简单 波 ; 特 别 
是 ,对 应 于 fs=0 情形 的 稀疏 波 称 为 中 心 简单 波 . 

像 在 不 定常 情形 中 一 样 ,定常 简单 波 最 重要 的 特性 之 一 是 : 在 
zy 平面 上 ， 与 均匀 流 区 域 邻接 的 任何 区 域内 的 流动 都 是 简单 波 
(参看 $ 97). 

现在 ， 我 们 来 说 明 怎样 才能 求 出 对 应 于 线 给 定 边线 流动 的 简 
单 波 ， 图 98 绘 出 所 研究 的 边线 ; 由 点 O 向 左 , 边线 是 直线 ,而 向 右 
es。 228 * 
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98 
就 开始 弯曲 .当然 ,在 超声 速 流动 中 ， 弯 曲 的 效果 是 只 癌 ( 由 点 O 
出 发 的 ) 特 征 线 04 的 下 游 传播 因此, 这 条 特征 线 左边 的 流动 是 
均匀 流 ; 我 们 用 下 标 工 表示 对 应 于 这 个 区 域 的 量 ， 在 这 个 区 域内 ， 
所 有 的 特征 线 都 是 相互 平行 的 ， 它 们 与 x 轴 的 夹 角 等 于 马赫 角 % 


.Cl 
一 arc sin 一 ~- 
Ui 


. 在 公式 (101. 12) 一 (101. 15) 中 ,特征 线 的 倾角 和 8 是 从 v=c= 
cr 的 那 条 线 量 起 的 ， 这 就 是 说 (参看 $ 104)， 特征 线 04 的 少 值 


应 由 下 式 给 出 : 
J/»+l C1 
b=V2 下 


而 角 乡 是 从 04 量 起 的 〈 图 98)， 于是， 特征 线 与 Z 轴 的 夹 角 为 
办: 一 办 ， 这 里 $4 一 Qil Fg. 根据 公式 (101. 12)—(101. 15)， 速度 条 | 








压力 可 用 角 尹 表示 如 下 : 
0 Vy = vsing, (107. 2) 
v=c$(1+ 本 Tsin 和 $ ) (107. 3) 


一 从， Mbp ctgA 5; | ?1¢) (107. 4) 


p=p:(cosy 9 六 





(107. 5) 
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特征 线 方程 可 写 为 
y=Ztg(G—$) + (Y). (107. 6) 
当 边 线形 状 给 定时 ， 任 意 函 数 ($) 可 确定 如 下 ， 设 边线 方程 为 
Y= 了 (X), 这 里 和 了 为 边线 上 点 的 华 标 。 在 物 面 上 ， 气体 的 带 
度 是 切 问 的 , 即 : 
tg0==d. (107. 7) 


通过 点 (和 .了 ) 与 zx 轴 夹 角 为 $x 一 $ 的 直线 方程 为 
y—Y=(2—X)tg(6:—$). 
车 令 四 
P($)=Y— Xtg (gs 一 有 ~ (107. 8) 
则 上 上 述 方程 与 (107. 6) 式 相同 ， 从 所 给 定 的 方程 Y=Y(X) 和 方程 
(107.7) 出 发 , 可 把 边线 表 成 参数 方程 卫 = 久 (09),， Y= 了 (9) 的 形 
式 ,其 参数 是 边线 切线 的 倾角 9 . 利用 (107. 4) 那 个 以 $ 表示 9 的 
表示 式 进行 代 换 , 得 了 和 了 作为 6 的 函数 ; 最后， 把 这 两 个 关系 式 
代入 (107. 8), 即 得 待 求 的 函数 了 (8)、 : 

在 绕 同 曲面 的 流动 中 ， 速 度 矢量 与 z 轴 的 夹 角 9 随 着 流向 下 
游 而 减 小 (图 98), 因而 特征 线 与 * 轴 的 夹 角 $ 一 $ 也 单调 地 减 小 
(这 里 总 是 指 由 表面 发 出 的 特征 线 ). 因 此 , (在 这 个 流动 区 域内 ) 特 
征 线 互 不 相交 ， 所 以 ， 在 特征 线 O4( 它 是 弱 间 断 线 ) 下 游 的 区 域 
中 , 我 们 得 到 连续 的 (无 激 波 的 ) 和 越 来 越 稀疏 的 流动 . 

在 绕 叫 曲面 的 流动 中 ， 情 况 就 不 同 了 ， 这 时 切线 的 倾角 6 随 
着 向 下 游 而 增加 ,因而 特征 线 的 倾角 也 逐渐 增加 ， 于 是 ,在 这 个 流 
动 区 域 中 ,特征 线 相 交 ， 但 在 这 些 互 不 平行 的 不 同 特征 线 上 ,所 有 
的 量 (速度 .压力 等 ) 有 不 同 的 值 ， 这 样 一 来 ， 在 特征 线 的 交点 上 ， 
所 有 的 量 就 成 为 多 值 的 了 ， 这 在 物理 上 是 不 可 能 的 .在 不 定 党 的 
一 维 简单 庄 缩 波 中 (§94)， 我 们 已 经 遇 到 类 似 的 现象 ， 像 在 那 种 
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情况 下 一 样 ， 这 意味 着 实际 上 形 
成 了 激 波 ， 由 所 讨论 的 解 不 能 完 
全 确定 间断 面 的 位 置 ， 因 为 这 个 
解 是 在 假定 没有 间断 面 的 条 件 下 
求 得 的 ， 能 够 得 到 的 唯 一 结 水 ， 
是 激 波 的 起 始 位 置 (图 99 中 的 扩 
0, 激 波 在 图 中 用 实 线 0B 表示 ). . 
这 是 特征 线 的 这 样 一 个 交点 ， 过 图 99 

这 个 交点 的 流 线 最 靠近 物 面 ， 在 点 O 的 下 方 ( 即 更 靠近 物 面 ) 押 通 
过 的 流 线 上 ， 解 处 处 是 单 值 的 ; 由 点 0 “开始 "， 它 是 多 值 的 ， 在 
一 维 不 定常 简单 波 中 ， 已 求 得 了 用 来 确定 形成 间断 面 的 时 间 和 位 
署 的 方程 组 ; 采用 和 这 相同 的 办 法 , 可 以 求 但 用 来 确定 上 后 0 的 坐标 
zo go 的 方程 组 ， 车 把 特征 线 的 倾角 看 作 是 特征 线 上 点 坐标 (x,9) 
的 函数 , 则 当 z 和 2 超过 某 定 值 zo yo 时 ,这 个 函数 就 变 成 多 值 的 . 
在 § 94 中 ,对 于 函数 v(x,!) 情况 是 相同 的 ， 因 而 我 们 不 必 重 复 屠 
里 所 作 的 分 析 过 程 ,就 可 立即 写 出 方程 


9 一 (3 | 
( 蔓 =0,(55), 0. (107. 9) 





由 这 两 个 方程 可 求 出 形成 激 波 的 位 置 ， 从 数学 上 讲 ， 这 个 点 就 是 
拉线 特征 线 族 包 络 线 上 的 尖 点 (参看 § 96). 

在 绕 目 曲面 的 流动 中 ,在 点 O 上 方 流 过 的 各 流 线 上 , 直到 这 些 
流 线 与 激 波 相交 以 前 ， 简 单 波 都 是 存在 的 ， 在 点 O 下 方 通过 的 流 
线 , 则 根本 不 与 激 波 相交 ,但 不 能 由 此 得 出 结论 : 这 里 所 讨论 的 解 
在 这 些 流 线 的 所 有 点 上 都 有 效 ， 原 因 是 激 波 对 于 沿 这 些 流 线 流 动 
的 气体 也 会 受 扰动 影响 ， 因 而 这 个 流动 与 不 存在 激 波 时 的 流动 是 
不 同 的 ， 但 是 ,根据 超声 速 流动 的 性 质 , 这 些 扰动 只 能 延 及 “〈 第 二 
涛 ) 特征 线 04 下 游 的 气体 ， 该 特征 线 是 由 激 波 起 始点 0 发 出 
”231。 





的 ， 所 以 ， 所 讨论 的 解 对 于 40B 的 左边 是 处 处 有 效 的 、 04 本身 
是 个 弱 间 断 线 ， 我 们 知道 ,在 绕 凹 曲面 的 流动 中 ,不 可 能 有 与 绕 凸 
曲面 流动 的 简单 稀 朴 波 相 对 应 的 处 处 连续 的 (没有 激 波 的 ) 简 单 压 
绕 凹 边线 流动 中 所 形成 的 激 波 ， 是 激 波 在 固 壁 以 外 气流 内 部 
一 点 “开始 ”的 一 个 例子 ， 激 波 开 始 的 点 有 某 些 一 般 特性 ， 在 这 里 
可 以 说 明 一 下 ， 在 这 点 本 身 , 激 波 的 强度 为 零 , 而 在 这 点 邻近 ， 强 
度 很 小 ， 但 在 弱 激 波 中 , 炒 和 涡 量 的 间断 都 是 三 阶 小 量 , 所 以 穿 过 
激流 流动 各 量 的 变化 与 连续 等 靖 势 流 各 量 的 变化 只 差 三 阶 小 量 . 
由 此 可 知 ,在 由 激 波 开始 点 发 出 的 弱 和 间断 线 中 ,只 有 各 个 量 的 三 阶 
导数 才能 发 生 间断 ， 一 般 说 来 ,会 有 两 个 这 样 的 间断 线 : 一 个 是 与 
怪 征 线 蛋 合 的 弱 间 断 线 ; 另 一 个 是 与 流 线 重合 的 切 向 弱 间 断 线 ( 参 
看 $ 89 未 ). 


§ 198， 恰 普 雷 金 方程 : 定常 二 维 气体 流动 的 一 般 问 题 


在 论述 定常 简单 波 以 后 ， 现 在 来 研究 任意 定常 平面 势 流 的 一 
般 问 题 . 我 们 假设 流动 是 等 箭 的 , 而且 不 含有 激 波 . 

1902 年 C, A. 恰 普 雷 金 首先 指出 ， 可 以 把 这 个 问题 化 成 一 个 
线性 偏 微分 方程 的 求解 问题 ， 这 是 通过 变 的 ， 将 自 变量 变换 到 新 
的 独立 变量 即 速度 分 量 2.，vs 来 实现 的 ， 这 个 变换 通常 称 为 速度 
图 变换 ,vzoy 平面 称 为 速度 平面 ,而 zy 平面 称 为 物理 平面 . 

对 于 势 流 , 欧 拉 方 程 可 用 它 的 初 积 分 即 和 伯 努 利 方 程 

w+ (108. 1) 
来 代 赵 . ee 
(pw) (pv) = 0. (108. 2) 


天 于 述 度 势 $ ee 有 a9 a vdy. 我 们 用 勒 让 德 变换 ， 
9 2324 


PE EE A 本 





从 独立 变量 +,y 变换 到 新 的 变量 vz,z*， 因 而 有 
, dp =:d (7x0,) -rdvr 十 CCD — Ydvy, 
J| 进 孙 数 
DBD=— ro 十 go C108. 3) 
则 得 / 
dD =zradv, +ydvy. 
这 里 把 看 作 vz 和 zw 的 函数 ， 因 而 有 
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人 » 4 “go (108 4) 
但 是 ,不 用 速度 的 第 卡 儿 分 量 ,而 用 速度 的 大 小 ?及 其 与 4 轴 的 夹 
角 48 , 则 更 为 方便 : | 
07 一 0cos0， vy= v3ing. (108. 5) 
对 导数 作 相 应 的 变换 ,就 给 出 : 
xz 一 oosb2 呈 _ sin 99 
9v 2 a0 ’ (108 6) 
.9 cos0 90 . 
y= 二 sin Oe 30° 


而 不 是 给 出 (108. 4) 式 、 势 函数 与 函数 的 关系 由 以 下 简单 的 
公式 表示 : \ 


人 / 
j= D+ (108. 7) 


最 后 , 为 了 求 得 用 以 确定 函数 (v,0) 的 方程 ， 必 须 把 连续 方 
程 (108.2) 变换 成 用 新 的 自 变量 来 表示 ， 把 导数 写成 雅 可 比 行列 
式 的 形式 : 


9(pPVzsY) PV TY) _, 
9(2,9) 9(29) 








~ G(T,Y) yrs 已 > 了 
上 趟 乘 以 3 人 :区 ， 并 将 (108. 5) 代入 ,我 们 得 
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9(£ ;os0,g) 9(pvsing, 7) 
9(v, 0) 9(v, 0) 


为 了 把 这 些 雅 可 比 行列 式 展开 ,必须 用 去 达 式 (108. 6) 殖 换 上 式 中 
的 zx 和 y . 此 外 ,因为 米 s 是 给 定 的 常数 ,如 果 我 们 把 密度 表 成 。 
和 ww 的 函数 ,并 用 加 二 wo 一 上 代入 ， 则 密度 可 写成 仅仅 是 "的 函 


数 , 即 2 一 P(2)7。 因 此 ,经 过 简单 计算 以 后 , 便 得 方程 


do) /9D\ 1 9320 37 5 
a + 3602 /二 PY 3505 一 


< 内 








根据 (80. 5) 式 : 
CCO2) _ 9? 
一 p(1 所 ) 


于 是 最 后 求 得 销 数 儿 《2， 0) 的 恰 =] 普 雷 金 方程 ; 


OD . 02 20D 30 
本 5 ps (103. 8) 


这 里 声速 是 个 已 知 国 数 ce(v), 它 由 气体 的 状态 方程 和 伯 努 利 方程 


共同 确定 ， : 

方程 (108. 8) 加 上 关系 式 (108. 6) ， 是 与 运动 方程 等 价 的 。 于 
是 ,求解 非 线性 运动 方程 的 问题 就 化 成 求解 函数 (2, 9) 的 线性 方 
程 的 问题 . 当然 ,这 个 方程 的 边界 条 件 是 非 线性 的 . 这 些 条 件 如 下 : 
在 物 面 上 ,气体 的 速度 必须 是 切 向 的 。 我 们 用 参数 形式 

二 XX(0),Y=Y(0) 

表示 物 面 方程 (如 $ 107 中 那样 ), 并 用 X， 了 替换 (108.6) 中 的 
和 y ,就 得 到 两 个 方程 ,它们 必 为 所 有 的 9 值 所 满足 ， 这 并 非 对 弓 
个 函数 (v,0) 都 是 可 能 的 . or tii 天 有 的 
0, 这 两 个 方程 是 共 容 的 ， 即 其 中 的 一 个 方程 一 定 能 由 男 一 个 推导 
出 来. 

不 过 , 满足 这 个 边界 条 件 ,并 不 能 保证 所 得 到 的 恰 普 雷 金 方程 
。 23 子 。 
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， 可 以 确定 物理 平面 上 处 处 都 有 实际 可 能 的 流动 。 还 必须 满 
足以 下 条 件 , 即 雅 可 比 行列 式 = 了 所 必 须 处 处 都 不 为 零 ,除了 


ee 不 难看 出 : 如 果 这 个 
条 件 得 不 到 满足 , 则 当 通 过 xy 平面 中 由 方程 A 二 0 确定 的 线 ( 称 为 
极限 线 ) 有 时, 这 个 解 变 成 复数 DD。 因为 , 设 z= 二 v0(0) 线 上 A 二 0， 并 
仅 定 ( 先 ) 二 0, 则 有 

A($5). 30,0) Dv,y) IC0,y) -(%), I 
由 此 可 知 , 在 权限 线 邻 近 , 由 方程 


2 
2 一 00 全 2 (2 一 20)2 


可 将 ”表示 成 zx 的 国 数 (对 给 定 的 9), 在 极限 线 的 一 边 或 为 一 边 , 
2 变 成 复数 @. 

不 难看 出 ， 极 限 线 只 能 在 超声 速 流动 区 域 中 出 现 . 利用 关系 
式 (108. 6) 和 方程 (108. 8) 直 接 计算 ,得 出 


a QD 198\’ 2? oD 
A ( 久 -二 5 条) + (GS) se C09 


最 然 , 当 vc 时 ,A>>0; 因 此 ,只 有 当 2>>c 时 ，A 才 可 能 变 成 零 . 
在 恰 普 雷 金 方程 的 解 中 出 现 极限 线 这 一 事实 表明 ， 在 所 给 的 

条 件 下 ， 整 个 区 域内 均 为 连续 流动 是 不 可 能 的 ， 而 是 必然 出 现 激 

波 ， 但 应 强调 指出 ,这 些 激 波 的 位 置 是 与 极限 线 的 位 置 不 同 的 . 

















站 ”通过 A 为 无 穷 大 的 点 ,这 并 无 妨碍 ， 若 在 茶 条 线 上 元 一 0， 则 这 仅仅 意味 着 
zy 平面 和 ?20 平面 不 再 是 一 一 对 应 的 关系 ， 即 在 zy 平面 上 移动 一 次 时 ， 就 会 通过 v6 
平 疝 的 某 些 部 分 两 次 或 三 次 . 

由 “即使 (3 ) 随 A 一 起 变 为 零 , 但 当 "一 vi 时 , ( 谍 ) 仍然 变 号 , 即 闫 值 z 一 z。 
二 906 的 更 高 侦 次 寡 成 正比 , 则 这 个 结果 显然 还 是 无 确 的 . 

。235 。 





在 $ 107 中 ,我 们 讨论 了 定常 二 维 超声 速 流动 的 特殊 情形 ( 简 
单 波 ), 其 特征 是 流动 速度 的 大 小 只 是 它 的 方向 的 函数 :2=2(0). 
这 个 解 不 能 由 恰 普 雷 金 方程 得 到 ,因为 大 = 0, 于 是 , 当 用 向 速度 平 


面 变换 时 的 雅 可 比 行列 式 A 乘 连续 方程 时 ， 这 个 解 就 被 “丢失 
了 . 这 个 情况 与 不 定常 一 维 流动 理论 中 所 得 到 的 情况 完全 相似 . 
在 $ 98 中 ,关于 简单 波 与 方程 (98. 2) 的 通 积分 之 间 关 系 所 作 的 说 
明 ， 对 定常 简单 波 与 恰 普 雷 金 方程 的 通 积分 之 间 的 关系 也 是 完全 
适用 的 . z 

在 亚 声速 流动 中 , 雅 可 比 行列 式 A 是 正 值 , 这 使 我 们 能 够 证 明 
一 个 有 趣 的 定理 ,这 个 定理 是 A. A. 尼 科 里 斯 基 和 TT. HH. 塔 甘 诺 夫 
于 1946 年 给 出 的 .我 们 有 恒等式 


1_9(0,v) 9(0,v) a(x,») 
A a(z,y) 9(x,v) 9(2,y) 


1 a0\ /9v 

六 =( 务 ) (名 ) ， (108. 10) 
在 亚 声速 流动 中 , A>0, 因而 我 们 知道 导数 (站 ) 和 ( 切 ) 同 号 .这 
个 结论 有 一 个 简单 的 几何 音义 : 如 果 沿 曲线 v 王 常数 三 移动 ,使 
区 域 v<oo 在 其 右边 , 则 角 9 单调 递增 , 即 速度 矢量 总 是 沿 反 时 针 
方向 转动 . 特别 是 ， 这 个 结果 适用 于 亚 声速 流 和 超声 速 流 之 间 的 
过 渡 线 ， 4 在 这 个 线 上 ， 一 CC 一 C++。 

最 后 , 写 出 用 vv 表示 6 的 显 函 数 式 ,我 们 可 以 给 出 理想 气体 的 

恰 普 雷 金 方程 : 

















了 

9 二 1 cy 32 中 

os +v? . + 0 (108. 11) 
cz 、 
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这 个 方程 有 一 族 可 用 超 几 何 函 数 表 示 的 特 解 中 . 


$ 109， 定 常 二 维 流 动 中 的 特征 线 

在 879 中 ,已 经 讨论 过 定常 (超声 速 ) 二 维 流动 中 特征 线 的 某 
些 一 般 性 质 ， 现 在 ， 我 们 来 推导 用 运动 方程 的 给 定 解 表示 的 特征 
线 的 方程 . 

在 定常 二 维 超声 速 流 动 中 ， 一 般 有 三 族 特 征 线 ， 除 了 入 和 涡 
量 的 小 扰动 以 外 ,所 有 的 小 扰动 都 是 沿 着 其 中 的 两 族 ( 称 为 特征 线 
0C，, 和 0-_) 传 播 的 ; 焙 和 涡 量 的 扰动 是 沿 第 三 族 特征 线 (Co) 传播 
的 ,这 第 三 族 特 征 线 与 流 线 重 合 ， 对 于 给 定 的 流动 而 言 , 流 线 是 已 
知 的 ,因而 问题 就 是 要 确定 属于 前 面 两 族 的 特征 线 . 

通过 平面 中 每 一 点 的 特征 线 C, 和 C- 的 方向 ， 落 在 通过 该 点 
流 线 的 两 出, 它们 与 流 线 的 夹 角 等 于 当地 马赫 角 a 的 值 ($79， 图 
41)， 我 们 用 mo 表示 在 一 给 定点 上 流 线 的 斜率 ,而 用 mm+，Zm- 分 
别 表示 特征 线 C,,C- 的 斜率 ， 于 是 有 


mC— mo mC— mp 








1+mom, Ig%, 1+ mom- 一 一 89， 
由 此 得 
Ce mo 土 tg 。 
”1 干 motga ’ 


所 有 上 面 的 符号 都 是 对 应 于 0, 的 ， 而 下 面 的 符号 则 是 对 应 于 C- 

的 .用 mao 一生 tga 一 :代入 ,并 进行 化 简 , 我 们 得 到 特征 线 
rc DC 

斜率 的 下 列表 达 式 : 


/or 
m= (总 ) Vy 0 (109. 1) 
QZ/ Vs—© 


Q@D 例如 ,参看 L.[. Sedov, Two-dimensional Problems of Hydrodynamics 
and Aerodynamics， Moscow， 1950( 俄 文 原本 : li. Ceaos， licexue 3a0uuu 
ludpoOunamnu 2 A9poounanunu, PocTrexnenaT, 1959). 
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若 速 度 分 布 已 知 ， 则 这 个 方程 就 是 确定 特征 线 C. 和 C- 的 微分 方 
程 由 . 

除了 zy 平面 上 的 特征 线 以 外 ， 还 可 研究 速度 平面 上 的 特征 
线 ， 这 在 研究 等 焙 势 流 时 是 特别 有 用 的 ; 我 们 在 下 面 就 要 讨论 这 
种 情形 ， 从 数学 上 讲 , 当 vc 时 , 丛 普 雷 金 方程 (108. 8) 是 双 则 型 
的 ， 面 速度 平面 上 的 这 些 特征 线 就 是 该 方程 的 特征 线 。 按 照 数 学 
物理 中 常用 的 一 般 方法 (参看 $96)， 由 这 些 系数 即 可 得 出 特征 线 
的 方程 : 





2 
do2z 十 一 ”_d02 一 0， 


v2 
lz 
或 
LO 1 /2 
而 ) pn 人 


由 这 个 方程 给 出 的 特征 线 ， 并 不 依赖 于 所 研究 的 恰 普 雷 金 方程 的 
具 休 和 解 ， 因 为 该 方程 的 系数 与 无 关 ， 速 度 平面 中 的 特征 线 是 物 
理 平面 上 特征 线 C, 和 CO- 变换 的 结果 ,所 以 ,我 们 分 别称 它们 为 特 
征 线 厂 ; 和 六- ,以 使 它们 与 (109. 2) 中 的 符号 一 致 。 

方程 (109. 2) 的 积分 给 出 形式 J,(v, 09) = 常数 和 J_(v，0) = 
常数 的 关系 式 ， 函 数 了 ,和 J- 是 沿 特征 线 C, 和 0- 保持 不 变 的 量 
( 即 复 曼 不 变量 )， 对 于 理想 气体 ， 方 程 (109. 2) 可 以 积分 成 显 式 . 
但 是 , 用 不 着 再 作 具体 计算 , 因为 由 公式 (107. 3) 和 (107. 4) 就 可 看 
出 这 个 结果 。 事实 上 , 根据 简单 波 的 一 般 性 质 (参看 8 97) ,简单 波 
中 心 对 6 的 依赖 关系 可 由 黎 曼 不 变量 之 一 在 全 空间 为 常数 这 一 条 
件 给 出 ， 公 式 (107. 3) 和 (107. 4) 中 的 任意 常数 是 gs; 从 这 些 公式 


中 者 方程 (109. 1 中 的 wz 和 y 用 和 7 替换 ， 则 该 方程 还 可 确定 定常 轴 对 称 
流动 的 特征 线 , 这 里 , 7 是 柱 坐 标 ( 到 对 称 轴 , 即 z 轴 的 距离 )， 如 果 我 们 设想 用 通过 对 
称 轴 的 zr 平面 代替 zy 平面 ,显然 ,以 上 的 推导 没有 什么 变化 . 

“2 各 


ME er BN FF - Aon 





中 消去 参数 $ , 便 得 


JJ， =0+| arcsin, [3 和 D (1 一 全) 
一 VaresinV 寺 (7 一 D( 生 一 切 | (109.3) 


速度 平面 中 的 特征 线 是 一 族 外 摆 
线 ， 它 占据 半径 为 =c 和 w= 


VV 汪汪 Te* 的 两 个 回 之 间 的 区 域 


(图 (100). 

对 于 等 粹 势 流 ， 特 征 线 ,， 
矿 -有 以 下 的 重要 性 质 : 特征 线 族 
六 ,六 - 分 别 与 特征 线 族 C-,C， 
正 交 (假设 图 中 的 坐标 轴 x 和 3 
与 坐标 轴 wzr 是 互相 平行 的 )@. 

为 证 明 这 点 ,我 们 从 二 维 势 流 方程 (106. 3) 出 发 ， 该 方程 的 形 











og ago30_ 
ATS +12 B+ OR (109. 4) 


该 式 没 有 自由 项 ， 特 征 线 Cj 的 斜率 1: 是 二 次 方程 
Am’:—2Bm+C=0 

的 两 个 根 ， 我 们 来 考虑 表达 式 lozdz -十 加 六 四 ,其 中 速 诬 微 分 是 

沿 特征 线 荆 ; 取 的 ， 而 坐标 微分 则 是 沿 C- 取 的 .我 们 有 如 下 恒 

铎 式 : 





dvr dz + dvy' dy 
a 
= dz Taray dy-+adrx dy ) + dy-. 


@ ”这 对 zr 平面 中 轴 对 称 流 动 的 特征 线 是 不 适用 的 . 
图 439 帮 


DN -mv 





NE a 0 Oh 
将 上 式 除 以 wz+dz-， 我 们 分 别 得 到 5537 5 的 系数 为 


按照 (109. 人 ,显然 ,以 上 表达 式 为 零 ， 这 样 , 便 得 
Do +avy dy 一 CO 0 一 0， 
用 类 似 方法 又 得 z 
do .CT =0. 
这 些 方程 与 前 面 所 述 的 结论 起 等 价 的 ， 


$ 110， 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ， 跨 声速 流动 
。 研究 由 亚 声速 流动 过 波 到 超声 速 流动 及 其 相反 过 程 所 引起 的 
流动 特点 ， 具 有 基本 的 意义 ”出 现 这 种 过 渡 的 定常 流动 称 为 混合 
流动 或 跨 声 速 流动 , 而 发 生 过 渡 的 界面 称 为 过 渡 面 或 声速 面 ， 

在 研究 过 渡 区 附近 的 流动 时 , 恰 普 雷 金 方程 是 特别 有 用 的 , 因 
为 该 方程 在 这 里 大 为 简化 ， 在 发 生 过 滤 的 边界 上 ,2 ==c =cx, 而 在 
边界 附近 ( 跨 声 速 区 ), 差 值 * 一 。 和 2 一 cs 很 小 ， 它 们 之 间 的 关系 
以 式 (106. 8) 表明 : 


a 
现在 对 恰 普 雷 金 方程 进行 相应 的 简化 ， 方 程 (108.8) 中 的 第 三 项 
与 第 二 项 相 比 是 个 小 量 ， 第 二 项 的 分 母 中 含有 1 23. 第 二 项 可 过 
似 地 写 为 














vp Ky cz C# 
22 VN 2 
i 2 人 (一 二) 2us(1 一 世 
最 后 ,用 新 的 变量 了 了 代替 速度 2: 


e。 240* 





用 一 (20s) 一 (110.1) 
家 


邯 得 如 下 形式 的 待 求 方程 : 
5 全 一 0 光一 0. (110. 2) 


在 数学 物理 中 ,这 种 形式 的 方程 称 为 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 .在 7 二 
0 的 半 平 面 中 , 它 是 双 曲 型 的 ;而 在 ?<0 的 半 平 面 中 是 椭圆 型 的 . 
这 里 ,我 们 要 讨论 这 个 方程 的 某 些 数学 性 质 , 这 些 性 质 在 有 关 的 各 
种 物理 问题 中 是 重要 的 . 

方程 (110. 2) 的 特征 线 由 方 
程 n477 一 40?==0 给 出 ,这 个 方程 
的 通 积 分 为 

0 土 之 六 = O， (110. 3) 


式 中 , C 为 任意 常数 . 这 个 方程 代 
表 76 平面 上 的 两 族 曲 线 , 它们 是 
右 半 平 面 中 半 三 次 抛物 线 的 两 个 : 
分 支 , 其 尖 点 在 6 轴 上 (图 101). 图 101 
在 研究 空间 中 一 个 小 范围 内 @ 的 流动 时 ， 若 这 小 范围 内 气体 

速度 的 方向 只 有 微小 的 变化 , 则 我 们 总 可 以 取 z 轴 沿 这 样 的 方向 ， 
使 在 所 讨论 的 整个 区 域内 ,从 z 轴 量 起 的 6 角 都 是 小 量 ， 这 时 ,用 
函数 @ (7, 9) 确定 坐标 x,y 的 方程 (108. 6) 也 大 为 简化 @, 即 

@ 把 这 个 问题 用 于 这 里 所 研究 的 问题 的 是 由 开 ， 弗兰克 尔 (1945)， 方程 (110- 
2) 的 数学 理论 是 下. 特 里 科 米 在 < 混合 型 线性 方程 > 一 书 中 给 出 的 ， 参 看 ETricomi， 


Sulle equazioni lineari alle derivate parziali Ui 2° ordine di tipo misto, Me- 
morie della Reale Accademia. Nazionale dei Lincei, Olasse di scienze fiei- 


che, Ser. 5, 14,133,1922. 
他” 当然 ,这 个 短语 不 能 从 字面 上 理解 ， 所 讨论 药 区 域 可 以 是 无 穷 远 点 的 附近 区 


域 , 即 离 物 体 很 远 的 区 域 . 
@@ ”我 们 在 等 式 右边 省 赂 了 因子 1/es, 这 只 是 意味 着 用 cx 中 代替 四， 而 对 方程 


《4110.2) 没有 影响 , 所以 ,这 种 省 略 总 是 允许 的 . 


0 


。24T 。 








Z 一 (2@%) 1 由 


为 了 避免 出 现 因子 (2c,) Vs， 我 们 用 z(2as) 二 代替 坐标 z, 并 仍 把 


z(2gx) 习 叫做 z, 则 有 : 
OO DO (110. 4) 


值得 注意 的 是 ,因为 y 与 的 关系 这 么 简单 ,所 以 消 数 y (7,90) 
(而 不 是 z (n,0)) 也 满足 欧 拉 ~ 特 里 科 米 方程 、 利 用 这 一 事实 ,我 们 
可 以 把 从 物理 平面 转换 到 速度 平面 的 雅 可 比 行列 式 写 为 


A= -3 = oo= 人 (到 ) 一 ?( 引 ) . (110. 5) 


以 前 指出 过 ， 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 通常 用 来 研究 76 平面 上 原 
点 附近 范围 内 解 的 性 质 ， 在 有 实际 意义 的 情况 下 ， 原 点 就 是 解 的 
奇 点 ， 由 于 这 个 原因 , 所 以 具有 某 种 齐 次 性 的 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 
的 特殊 积分 族 就 特别 受到 重视 这些 解 ,对 变量 所 和 全 而 言 是 齐 
次 的 ; 这 样 的 解 一 定 存 在 , 因为 中 >a ， 人 太一 67 这 两 个 变换 使 方 
程 (110.2) 保 持 不 变 . ee 
P=0%*f(£), 一 1 一 纪 


这 里 是 常数 ， 也 就 是 在 所 作 变 换 下 齐 次 函数 多 的 次 数 ， 我 们 曾 

这 样 取 变 量 ,使 得 它 在 通过 点 =9 一 0 的 特征 线 上 等 于 零 ， 进 行 

上 述 代 换 , 便 得 函数 有 (8) 的 方程 : 
01)"+| 昌 一 26 一 和 3 一 28) fr 一 克 (8 一 圭 )f=0， 

这 是 一 个 超 几何 方程 。 利 用 超 几 何方 程 两 个 独立 积分 的 熟知 表达 

式 , 我 们 得 到 所 要 求 的 解 (2 十 二 为 非 整数 的 情形 ): 





Ds=0%| AF (—b, 一 4 十 于; 一 2k 十 人 1 一 抄 ) 


。Z242 。 





2 .17. 
TE 十 二 ;26 十 6° 


7) (110. 6) 


利用 自 变 量 为 z 二 ,1 一 i 和 的 超 几何 函数 之 间 的 关系 ， 
也 可 以 把 这 个 解 写成 其 它 五 种 形式 ,在 各 种 不 同 的 问题 中 , 这儿 种 
形式 都 会 用 到 ， 下 面 给 出 其 中 的 两 种 : 


的" 











Ds = AP(—h 一 十 去; 机 
十 BA (- 一 十 了 一 十- 次) | (110. 7) 
Ds =| AFP(— 一 一 b 二 二; 二; 3 ) 
B-saT (~—? 二 训 ， 一 3 (110. 8) 


当然 , 公式 (110.6) 一 (110. 8) 中 的 常数 4 和 B 都 是 各 不 相同 的 .由 
这 些 表 达 式 可 以 立即 得 出 函数 Bi 的 下 列 重要 性 质 : 线 9=0 和 
9 =0 不 是 奇异 线 [ 由 (110.7) 看 出 ， 在 7=0 邻近 ,DB; 可 按 的 整 
数 次 寡 展 开 , 再 由 (110. 8) , 它 同 样 可 按 9 展开 ]， 关 于 这 一 点 ， 由 
(110. 6) 是 不 能 明显 看 出 的 。 另 一 方面 ,由 表达 式 (110. 6) 可 知 , 特 
征 线 是 欧 拉 - 特 里 科 米 方 和 的 一 般 ( 即 包含 4 和 思 两 个 常数 ， 
积分 @; 的 奇异 线 : 车 28 十 二 不 是 整数 ， 则 因子 (99: 一 473) “全 


有 支点 ,而 若 3# 十 二 是 整数 , 则 (110. 6) 的 一 项 就 没有 意义 @ (或 


者 , 芳 24 十 二 = 0, 它 退化 成 另 一 项 ), 而 必须 由 超 几 何方 程 的 第 二 


个 独立 解 所 代替 ; 在 这 种 情况 下 , 这 第 二 个 独立 解 有 对 数 奇 性 . 
在 含有 不 同 大 值 的 各 个 积分 Bs 之 间 保 持 有 下 列 关 系 : 


也 我 们 记得 ， 当 ? 一 0， 一 ]， 一 2,… 有 时， 级 数 Fla, Bb, y;z) 没 有 省 义 ， 
243。 
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1 
Dr= Dr-1(90 4n:) "6, : (110. 9) 


ID (110. 10) 





党 一 个 式 子 直接 来 自 (110. 6), 而 第 二 个 式 子 则 是 由 于 绪 满足 欧 
位 - 竺 里 科 米 方程 ,并 且 它 的 齐 次 次 数 是 Bs-3 的 齐 次 次 数 ， 当 然 ， 


在 这 些 公式 中 , @， 都 是 指 带 有 两 个 任 音 常 数 的 一 般 表达 式 ， 
在 研究 点 I=0=0 邻近 的 解 对 ， 我 们 必须 了 解 沿 着 围绕 该 点 
周 线 上 解 的 变化 ， 例 如 ， 令 函数 (110.6) 中 的 Bs 代表 特征 线 


9 一 37? 邻近 点 4 处 的 解 (图 102) ， 并 假设 我 们 需要 求 出 特征 线 


9 一 一 502 邻近 (点 处 ) 解 的 形式 . 

从 4 到 8B 的 路 径 穿 过 横 坐 标 轴 ， 且 0=0 是 表达 式 (110. 6) 中 超 几 
何 函数 这 样 的 奇异 线 ， 使 得 它们 的 自 变 量 在 访 线 上 为 无 穷 大 ， 因 、 
此 ， 为 了 要 从 4 移 到 刀 ， 必 须 把 超 几 何 函 数 变 换 为 自 变量 倒数 





图 102 


. 244。 





5 的 函数 ,这 样 ,0= 0 就 不 是 奇异 线 了 , 然后 改变 9 的 符号 ， 


最 后 通过 反 变 换 同 到 原来 的 和 白 变 量 ， 用 这 种 方法 ， 我 们 求 得 
(110. 6) 中 各 个 光 数 的 下 列 变换 公式 : 
Fi 
1 
2sin(24 十 言 )z 


1 5 
rr 


(一 芍 太 (一 2 + 


Fi—> 


十 12 2 
8 (110. 11) 
2sin (2 二 言 ) 区 


(2 +t)T (2 + 襄 ) 
24+ 人、 一 一 一 一 一 一 ， 


太 (284 +DT(2h 十 襄 ) 


丰 2 一 > 


+7 


这 里 Pi 和 fs 表示 : 


、 3 
和 二 [O18(—h, 一 4 十 于 -2 一 咎 ) 


1 477” 2 大 + 下 


90? 


F,=|0|* 








加 2 Es An 
P(t tt) 


在 超 几 何 函 数 的 系数 中 ,上 式 的 9 和 1 一 9; 取 绝对 值 . 


用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 求 得 绕 原点 按 相反 方向 路 经 从 和 4 到 
B'( 图 102) 的 变换 公式 ， 这 时 计算 更 为 复杂 ， 因 为 必须 遂 过 超 几 
何 函 数 的 三 个 奇 点 人 @==0 的 一 点 ,9 了 =0 的 两 点 ;我 们 知道 ， 自 变量 
为 z 的 超 儿 何 函 数 的 奇 点 为 z 二 1 和 z=00)， 最 后 的 公式 为 

: 。245 。 
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sin( 公 一 言 ) 7 一 48+ 名 
ee a 
sin(2k+ 书 ) 六 


5 
“cos(2htE) 7 pea oh ta? 
1 2) 厂 (一 2E+ 怠 ) 


fi—>— 


(110.13) 
ee a » 上 | 
sa(28+ 辣 )z 
(28 十 工 JPU28 十 工 
。 cos( 2 十 言 ) 7 ep rn 
”当然 ,除了 这 族 齐 次 解 以 外 ， 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 还 有 其 它 的 


特 解 族 ， 这里， 我 们 要 提 一 下 ， 按 9 的 体 里 叶 展 开 式 而 得 到 的 一 
de 





D,=g, (net's, (110. 14) 
式 中 , » 是 任意 常数， 则 我 们 得 函数 g, 的 方程 : 9»y 十 ?519, = 二 0. 
这 十 亚 里 函数 方程 ;其 通 积 分 为 
gD =/ D2) 《110. 15) 


式 中 , 3 为 夺 阶 贝 塞 尔 函 数 的 任意 线性 组 合 . 
最 后 , 记 住 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 通 积分 也 可 写 为 
o =| f (6) dz, 2 =2:— 3n2+30, (110. 16) 


式 中 , 了 (6) 是 个 任意 函数 ， 而 积分 路 线 可 取 复 平面 2 中 任意 曲线 
C-, 在 Cz 的 两 端 , 导数 尹 (6) 的 值 相等 ， 事 实 上 ， 把 \110. 16) 直 接 
"2 和 6。 





代入 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ,得 
全 全 一 5 全 一 9 (2 一 力克 


=3 引 | f" (O46 =307" CO]oe 一 0， 
即 方程 得 到 满足 . 


8t1t11， 在 声速 面 非 奇 点 附近 , 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 
现在 ,我 们 来 进一步 弄 清 ,什么 样 的 解 B; 对 应 于 过 渡 线 附近 
气流 没有 物理 奇 点 ( 弱 间 断 线 或 激 波 ) 的 情形 . 为 此 ,比较 方便 的 办 
法 ,是 不 从 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 本 身 出 发 ， 而 从 物理 平面 上 的 势 函 
数 方程 出 发 ， $ 106 中 已 经 导出 这 个 方程 ; 对 于 二 维 流动 ， 利 用 代 
换 z->7(2a) 1! 方程 (106. 10) 恋 为 
9 98_ 9 (111. 1) 


ec 


Or dr? OY? 
我 们 记得 ， 这 个 方程 中 的 势 荡 数 $ 古 这 样 定义 的 ， 即 球 认 要 根据 
方程 


938 _ oo 
一" Fy 一 站 (111. 2) 


由 乡 对 坐标 的 导数 给 出 ， 我 们 还 可 指出 ,通过 勒 让 德 变换 
__ p10D 039 
b=-@+7+0 先 ， (111. 3) 


将 自 变 量变 为 0,7， 则 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 即 可 由 方程 (111. 1) 直 

接 导出 , 
我 们 来 研究 某 过 渡 线 邻近 的 流动 ， 可 将 过 滤 线 上 的 一 点 取 为 

zgy 平 面 上 的 厚 点 ,并 将 % 按 z 和 yg 的 寡 次 展开 .在 一 般 的 情况 下 ， 


满足 方程 (114. 1) 的 展开 式 的 第 一 项 为 
Cp A 





s ee (111. 4) 


这 里 ,0 一,7 一刀 ,所 以 
a a 
DD =aln. (111. 5) 
显然 ,由 这 个 函数 的 齐 次 次 数 ,可 知 它 对 应 于 函数 Bs 中 的 一 个 ;这 
是 表达 式 (110.7) 的 第 二 项 ,其 中 = 的 超 几 何 函 数 简化 为 I 


0b 有 (一 于, 0; 外; 多 7)=70. 
RAIN 
式 的 第 一 项 是 不 够 的 ， 下 一 项 的 次 数 为 1, 就 是 说 , 它 对 应 于 函数 
| 中 的 一 个 , 即 表 达 式 (110.7) 中 的 第 一 项 , 当 =1 了 时, 它 化 为 多 

项 式 : 

pp 


2) 3 5 
于 古 , 中 展开 式 的 前 两 项 为 加 
B=an0+6(0: 十 当 沪 ) (111. 6) 
由 此 ， 
0 
a ;| (111. 7) 
y=a7n -200., 


过 流 曲 线 (7 六 就 是 直线 一 22x 
为 了 求 得 物理 平面 上 的 特征 线 方程 ， 我 们 只 需 展开 式 的 第 一 
ef 





我 们 得 z= 十 7 即 也 是 两 支 半 三 次 所 物 线 ,其 尖 点 在 过 渡 


曲线 上 ， 从 下 面 的 简单 论证 , 也 可 明显 地 看 出 特征 线 的 这 个 性 质 . 
。 248 。 





在 过 渡 曲 线 的 省 点 . 习 ， 马 赫 角 是 二 ， 这 表示 两 族 特征 线 的 切线 


相 重 合 , 所 以 有 个 尖 点 (图 103) , 流 线 
流 线 在 与 特征 线 穗 吾 知情 况 下 与 
过 族 曲 线 相 交 ， 在 这 里 根本 没有 
有 个 特殊 情 老 ， 即 在 流 线 与 
过 渡 曲 线 正 交 的 点 上 , 解 (111. 6) 
定 不 适用 的 @.， 在 这 样 的 点 邻近 ， 
显然 流动 是 对 称 于 zy 轴 的 。 这 种 
情况 需要 进行 专门 研究 ，®. 1. 
弗兰克 尔 和 C. B 法 里 科 维 奇 
(1945) 已 经 研究 过 这 个 问题 . 
流动 的 对 称 性 是 指 : 如 果 改 变 y 的 符号 , 则 速度 w 变 号 , 而 2 
保持 不 变 。 这 就 是 说 , 势 函 数 $ 必 定 是 yg 的 偶 阔 数 ,而 势 函 数 PD 是 
6 的 偶 函 数 . 因此 ,在 这 种 情况 下 ,人 $ 展开 式 的 前 几 项 有 以 下 形式 : 


1 ,2 1 gs 2 1 1 s,4. 
9 =507 ts0 ry 十 2 2; (111. 8) 





小 量 z 和 y 的 相对 量 级 预先 是 未 知 的 ， 所 以 这 三 项 有 襄 能 都 是 同 
- 量 级 的 。 由 此 ， 我 们 得 到 下 列 从 物理 和 平面 到 速度 平面 的 变换 
公式 z 
用 一 az 十 本 Ga2g?， 
(111. 9) 
0 一 02xzg/ Ty 


这 两 个 方程 中 的 x 和 3 不 需 租 出 显 式 ,我 们 就 能 好 容易 地 看 出 , 了 





一 ~ 一 "一 


由 ”这 对 应 于 (114.6) 中 a=0 的 情形; 因为 在 直线 7 =0 上 车 吓 比 行列 式 A 变 为 
办 ,所 以 这 个 解 就 不 适用 了 . 
9 249 « 
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数 y (0， 帮 的 齐 次 次 数 是 二. 于 是 对 应 的 苗 数 中 有 4 一 于 十 地 =- 
也 就 是 说 , 这 是 通 积 分 ,的 一 个 特殊 情形 
从 方程 (111. 9) 中 消去 z, 我 们 得 到 函数 y (0, 的 三 次 方程 : 
(ay) :— 3nay + 30=0. (111. 10) 
99? 一 4 之 0 时 , 即 在 速度 图 上 通过 点 =9 =0 的 特征 线 左边 的 整 
个 区 域内 (包括 7<<0 的 整个 亚 声速 区 域 ,图 104) , 这 个 方程 只 有 一 
个 实 根 , 它 必须 是 函数 g (6, 妨 ， 在 特征 线 右边 的 区 域内 ， 三 个 根 
都 是 实 根 ,我 们 必须 取 这 样 一 个 根 , 即 此 根 必须 是 左边 区 域 实 根 的 
延 拓 . 
将 表达 式 (111. 9) 代入 方程 筷 *=902 即 得 物理 平面 上 的 特征 
线 ( 它 通过 原点 )， 由 此 得 出 两 支 抛物 线 : 
特征 线 23 和 56: z= 一 了 ay?， 
(111. 11) 
特征 线 34 和 45: xz 一 村 0g2. 


上 面 的 数字 表示 所 指 的 特征 线 在 物理 平面 上 划分 的 是 哪 两 个 区 
域 ， 过 滤 曲 线 (在 速度 平面 中 是 一 0) 在 物理 平面 上 是 抛物 线 
z 一 一 和 9 (图 10 人。 我 们 可 以 指出 过 滤 曲 线 与 对 称 轴 的 交点 的 性 
质 如 下 :从 这 点 发 出 四 支 特征 线 ， 而 在 过 渡 曲 线 的 其 它 任 何 民 上 ， 
只 发 出 两 支 特征 线 . 

图 104 中 用 相应 的 数字 标 出 了 对 应 于 物理 平面 上 各 个 区 域 的 
速度 平面 区 域 ， 这 不 是 一 一 对 应 的 关系 9; 在 物理 平面 上 绕 原点 


移动 一 周 以 后 , 速度 平面 上 两 条 特征 线 之 闻 的 区 域 就 被 通过 三 次 ， 


@ 这 与 以 下 事实 是 一 臻 的, 即 在 物理 平面 上 的 特征 线 一 a 六 上 ,人 一 00; 全 
$108 的 第 一 个 脚注 , 
.350 。 


i 








图 104 


如 图 104 的 虚线 所 示 , 该 虚线 从 特征 线 上 “反射 "了 两 次 . 

因为 函数 y(0. 功 本身 是 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 , 所 以 ,由 
通 积分 D1 一 定 可 以 求 得 函数 y， 在 物理 平面 上 特征 线 23 邻 近 ,这 
个 函数 是 


1/3 3 
y = 二 (一 各 下) (111. 12) 


2 6 3 2 90? 
这 就 是 (110. 6) 的 第 一 项 ， 在 特征 线 23 上 没有 奇 点 ， 将 此 天数 解 
析 延 拓 到 特征 线 56 的 邻 域 (所 取 路 径 通 过 亚 声速 区 1， 即 利用 公 
式 (110. 13)), 在 那里 , 我 们 得 到 同样 的 没 数 但是， 在 特征 线 34 
和 45 邻近 ,y (9,7) 由 该 函数 与 下 列 函 数 


NEL -1 (村 和 ;1 一 纹 ) (111. 13) 
的 线性 组 合 给 出 ,这 后 一 函数 就 是 (110. 6) 的 第 二 项 ， 这 些 线性 组 
合 可 利用 公式 (110. 11) 进行 解析 延 拓 而 得 到 ;这 里 应 记 住 , 每 从 速 
度 平面 的 特征 线 上 “反射 ”一 次 ，(111. 13) 中 的 平方 根 就 要 改变 


® 原文 中 ,函数 前 面 的 系数 是 一 守 , 疑 有 笔 设 ， 一 一 中 译 者 广 


和 IT 。， 





符号 . / 
从 数学 上 讲 ,这些 结果 表明 ,函数 四 ;是 三 次 方程 
f°—3nf+30=0 (111. 14) 
的 诸 根 的 线性 组 合 ,就 是 说 ,它们 是 代数 函数 D， 除 3 以 外 ,对 应 
于 
1 有 一 0 2 (111. 15) 
的 所 有 D4 都 化 为 代数 函数 ; 它们 是 按 公式 (110.9) 和 (110. 10) 从 
外 :通过 逐次 微分 求 得 的 ,中 . 责 , 弗兰克 尔 (1947) 指 出 了 这 一 事实 ， 
对 位 于 


这 


的 函数 B。 也 化 成 代数 函数 ， 这 些 Bs 中 的 超 几 何 函 数 化 为 多 项 
式 @, 例如, 当 4= 志 4 时 ,得 表达 式 (110.6) 的 第 一 项 ;而 = 一 地 7 


时 ,得 该 式 第 二 项 . 

特别 是 ， 这 三 族 代数 函数 B; 包括 了 所 有 可 能 对 应 于 物理 平 
面 上 无 奇 点 流动 的 势 函数 BB， 在 这 样 的 流动 中 , 在 过 渡 曲线 上 非 
对 称 点 邻近 ; @ 的 展开 式 中 所 有 的 项 (其 中 前 两 项 由 公式 (111. 6) 
给 出 ) 必定 对 应 于 


i ed 
b= 十 1 或 用 一 工 十 5 nN 


但 是 ,在 对 称 点 邻近 ,开始 一 项 是 # 二 与 的 的 展开 式 也 可 能 包括 


中 按 卡 其 公式 由 (111.14) 求 出 的 这 些 治 数 的 居 式 ,在 实际 上 不 便于 使 用 . 
@ ”应当 记 住 ,如 果 (或) 满 中 关系 式 4= 一 或 7 一 a= 一 mn, 则 F(a;B;Y; 
2) 化 为 多 项 式 ， 


"452 ， 





1 一 二 十 2 的 函数 . 


$ 112。 声速 绕 流 


已 普 雷 爹 方程 的 简化 形式 ( 即 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ) 在 研究 绕 
物体 定常 流动 的 气体 动力 学 中 具有 重要 意义 ,因为 ,必须 用 它 来 研 
究 这 种 流动 的 基本 的 定性 特征 .在 这 些 问题 中 ， 首 先是 有 关 激 波 
形成 的 问题 ， 例如 , 若 激 波 是 在 亚 声 速 流动 中 (在 邻接 物 面 的 局 部 
超声 速 区 @O) 形成 的 ， 则 它 一 定 在 离 物体 有 限 的 距离 处 终止 ， 因 而 
产生 了 激 波 终止 点 性 质 的 问题 (参看 8 113)， 另 一 个 类 似 的 问题 ， 
是 刚 形成 的 激 波 在 它 与 物 面 交点 附近 的 性 质问 题 ， 在 这 两 种 情况 
下 ,都 是 弱 激 波 , 就 是 说 , 它 是 在 跨 声 速 区 ， 因 而 必须 用 欧 拉 - 特 里 ， 
科 米 方程 进行 研究 @. 

这 里 ,我 们 要 讨论 另 一 个 重要 的 理论 问题 , 即 来 流 的 速度 正好 

i 等 于 声速 时 , 绕 物 体 的 定常 二 维 流动 的 性 质问 题 ， 特 别 是 ,我 们 将 
”知道 ,这 时 激 波 一 定 是 从 物 面 延伸 到 无 穷 远 处 ， 由 此 ,我 们 可 以 得 
出 重要 结论 : 激 波 开始 出 现 导 ,马赫 数 M。 肯 定 是 小 于 工 的 . 
为 此 ,我 们 考虑 绕 任 意 帘 面 (不必 对 称 ) 的 无 限 展 长 物体 《“ 机 
” 翼 ”) 的 二 维 流动 ， 这 里 ， 我 们 感 兴趣 的 是 在 离 物 体 的 距离 远大 于 
物体 尺度 处 的 流动 图 象 ， 为 方便 起 见 , 我 们 先 阐述 定性 结果 , 然后 
讲 定 量 计算 , 

在 图 105 中 ,4B 和 4'B' 是 过 滤 曲 线 , 所 以 ， 亚 声速 区 位 于 它 
们 的 左边 (上 游 ); 箭头 表示 来 流 的 方向 ， 我 们 就 取 这 个 方 加 为 z 
轴 ， 取 靠近 物体 的 任意 一 点 为 原点 .在 离 过 渡 曲 线 一 定 距 离 的 地 

@ “ 当 任 何 一 点 局 部 马赫 数 M 的 值 超过 1 时 ，M-<I 的 最 小 来 流 马赫 数 有 了 时 称 
为 临界 马赫 数 . 


旺 ” 应 当 记 住 ,在 弱 激 秋 中 ， 灶 和 涡 贡 的 变化 靶 举 是 高 阶 小 量 ,所 以 ,在 一 级 了 近似 
情况 下 , 我 们 可 以 假设 在 间断 面 两 边 均 为 等 箭 耸 流 . 


» 2353。 
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方 ,有 从 物 面 发 出 的 激 波 (图 105 中 的 BF 和 B'F')， 可 以 看 出 ,从 
物 面 上 发 出 的 特征 线 ( 介 于 过 渡 曲 线 和 激 波 之 间 的 区 域内 ) 可 分 成 
两 组 ， 第 一 组 特征 线 与 过 滤 曲 线 相遇 , 并 在 这 里 终止 (就 是 说 ， 从 
过 渡 曲 线 上 “反射 ?回来 ,作为 特征 线 而 到 达 物 面 ;图 105 中 画 出 了 
一 条 这 样 的 特征 线 )， 第 二 组 特征 线 在 激 波 上 终止 。 这 两 组 特征 
线 由 极限 特征 线 隔 开 , 那 两 条 极限 特征 线 伸展 到 无 穷 远 处 时 , 既 不 
与 过 渡 曲 线 相交 , 也 不 与 激 波 相交 (如 图 105 中 的 CD 和 CD). 因 
为 由 物 面 发 出 的 (比如 ， 由 物 面 形 状 变化 所 引起 的 ) 扰动 将 沿 第 一 
组 特征 线 传播 到 达 亚 声速 区 的 边界 ,显然 , 位 于 过 渡 曲 线 与 极限 特 
征 线 之 间 的 超声 速 区 部 分 会 影响 亚 声速 区 ， 但 极限 特征 线 右边 的 
流动 绝 不 会 影响 左边 的 流动 ， 即 右边 的 流动 受到 (比如 C 或 C' 右 
边 齐 面 变化 引起 的 ) 扰动 时 ， 对 左边 的 流动 不 产生 影响 ， 我 们 知 
道 , 滞 波 后 面 的 流动 不 影响 前 面 的 流动 。 于 是 ,整个 流动 可 以 划分 
成 三 部 分 (DCC'D' 左边 , DCO'D' 与 FBB'F' 之 间 , FEEB'F' 省 边 )， 
这 样 ,第 二 部 分 的 流动 不 影响 第 一 部 分 的 流动 , 而 第 三 部 分 的 流动 
则 不 影响 第 二 部 分 的 流动 





图 105 图 106 
现在 , 我们 要 对 刚才 i 六 述 的 流动 图 象 给 于 定时 的 计算 (和 验 
三 ). 
。254。 





速度 平面 上 的 原点 (9=7= 0) 对 应 于 物理 平面 上 无 穷 远 处 的 
区 域 ， 因 而 由 这 原点 出 发 的 速度 平面 特征 线 就 对 应 于 极限 特征 线 
CD 和 CD， 图 106 中 画 出 了 原点 的 邻 域 ， 所 用 字母 与 图 105 中 
的 相对 应 ， 激 波 在 速度 平面 上 对 应 的 不 是 一 条 线 , 而 是 两 条 线 (这 
两 条 线 对 应 于 间断 面 两 边 的 气流 ); 这 些 曲线 间 的 区 域 (图 106 中 
的 阴影 区 ) 与 物理 平面 上 的 任何 部 分 都 不 对 应 . 

首先 , 我们 必须 弄 清 楚 , 对 应 于 这 种 情形 的 是 通 积分 @x 中 的 
哪 一 个 ， 若 (0,7) 的 齐 次 次 数 是 h 则 函数 == 535 和 一 35 是 
齐 次 的 ， 且 齐 次 次 数 分 别 为 4 一 本 和 1 一 本 . 一 般 说 来 , 当 9 和 n 
趋 于 零 时 ,在 物理 平面 上 就 达到 无 穷 远 处 (z 和 y 趋 于 无 穷 大 ). 很 
显然, 为 此 应 有 < 但 物理 平面 上 的 极限 特征 线 不 必 完全 落 在 
无 穷 远 处 ， 即 在 曲线 99"= 4ms 上 不 必 处 处 保持 y= 土 co， 在 那 种 
情况 下 ( 当 21 十 言 < 二 时 ) (110.6) 中 方 括号 内 的 第 二 项 必 为 零 
工 是 函数 古 (6.9) 必 由 (110. 6) 的 第 一 项 给 出 : 

四 一 402R 一 一 十; —2h + ;1 ). (112. 1) 

函数 y(90， 作 ( 它 也 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ) 的 形式 与 此 式 相同 ， 
只 是 用 1 一 却 代 直上 式 中 的 下 


但 是 , 对 于 < 的 任意 值 ,车 表述 式 (112. 0( 比 如 ) 在 上 支 特 
征 线 (0 一 十 地 7) 邻近 是 成 立 的 ， 则 在 下 支 特征 线 (9 一 一 3 2 0 


邻近 就 不 成 立 ， 所 以 , 我 们 还 必须 要 求 :在 速度 平面 上 ， 绕 原点 从 
一 条 特征 线 通过 半 平 面 7>>0 而 移 向 另 一 条 特征 线 (图 102 中 的 路 
线 4B') 时 ,函数 B (0, 四 应 一 直 保持 (112. 1) 的 形式 ， 这 个 路 线 

。 255 。 


Bs EN 
和 hE ea en a i ME 





对 应 于 物理 平面 上 从 一 条 极限 特征 线 上 的 远 隆 离 点 ， 沿 着 道 过 求 
声速 区 的 路 线 , 到 另 一 条 极限 特征 线 上 的 远 距离 点 , 所以， 没有 一 
点 与 流动 发 生 间断 的 激 波 相交 . 在 治 这 样 的 路 线 移动 时 , (112. 1) 
的 超 几 何 函 数 的 变换 是 由 (110. 13) 的 第 一 个 公式 给 出 的 ， 因 而 必 
须要 求 这 个 公式 中 Fs 的 系数 为 零 ， 满 足 这 个 条 件 的 值 ( 对 于 


4< 3 而 言 ) 有 = 二 一 于 (2= 0,12…)， 在 这 些 值 中 ， 我 们 只 


1 


-一 一 
er 


3 
可 以 证 明 , 凡 n>1 的 所 有 天 值 , 都 会 导致 : 从 速度 平面 到 物理 平面 
的 变换 不 是 一 一 对 应 的 ( 绕 速度 平面 移动 一 圈 , 相当 于 绕 物 理 平 面 
移动 不 止 一 圈 ) ,因而 物理 上 的 流动 是 多 值 的 ,这 当然 是 不 可 能 的 ， 


另 一 方面 ,4 一 个 给 出 这 样 一 个 解 ; 当 9 和 趋 于 零 时 ,这 个 解 表示 


在 物理 平面 上 ,并 非 沿 每 个 方向 都 能 到 达 无 穷 远 处 ; 显然， 这 样 一 
个 解 从 物理 上 讲 也 是 不 可 能 的 | 

当 一 一 汪 时 ,公式 (110. 13) 右边 FP 的 系数 为 1, 这 就 是 说 ， 
从 一 条 特征 线 移 到 另 一 条 特征 续 时 ， 函 数 四 不 变 .这 表明 四 是 
9 的 侦 函 数 ,因而 华 标 y 一 6 是 奇 函 数 ， 从 物理 上 讲 , 这 表明 在 这 
里 所 考虑 的 一 级 近似 的 条 件 下 , 在 离 物体 较 远 的 地 方 , 流动 图 象 是 
关于 平面 9 一 0 对 称 的 ,无 论 物 体 的 形状 如 何 ， 特 别 是 不 管 有 没有 
升力 ,都 是 如 此 . 


这 样 ,我们 就 确定 了 在 点 9=0= 0 处 B (9,6) 的 奇异 性 质 由 
此 ,我 们 可 以 立即 得 出 在 离 物 体 较 远 处 的 过 渡 曲 线 ， a 


激 波 的 形状 ， 每 一 条 这 样 的 曲线 ， 都 必定 对 应 于 比率 所 的 某 确 定 


e。 ZI6， 


(112. 2) 
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第 ,又 因为 有 0-*”/( 各 的 形式 ,所 以 由 公式 (110. 人 ,我 们 得 ~ 
9- 人 4，y~0~， 因 而 这 些 曲 线 自 下列 形式 的 方程 确定 : 


?二 和 常数 x y45, (112. 3) 
其 常数 值 各 不 相同 ， 沿 着 这 些 曲 线 , 9 和 按 
0 二 津 数 XxXy 5， 二 常数 XxXy-?/5 (112. 4) 


的 规律 减 小 ， 这 些 结果 是 @. H. 弗兰克 尔 (1947) 得 到 的 ， 
为 确定 起 见 ， 下 面 将 写 出 其 符号 适用 于 上 半 平 面 (y>0) 的 
公式 . 
我 们 来 说 明 怎样 才能 计算 这 些 公式 中 的 系数 . 值 = 一 二 是 


使 DB 化 为 代数 函数 的 那些 z 值 中 的 一 个 (参看 $111).、 在 目前 
情况 下 ,能 确定 出 的 那个 特 解 可 写 为 
_a9lf 
2 920’ 
式 中 w 是 任意 的 正常 数 ,而 了 是 三 次 方程 
f3—3nf+30=0 (112. 5) 
的 根 , 且 当 99 一 4w: 汪 0 时 是 实 根 ， 于 是 
D0 (112.6) 





因而 坐标 为 


7 2 Cn) | (112.7) 


可 把 这 些 公式 写成 有 用 汐 参数 二 式 ， 于 是 z 
r 257 * 








7 (28—1) 
04 28275 》 


ny =a ss (8—1), (112. 8) 





] 3 
QYy’’s = 5 04/5 (3 一 25) 9 


这 些 公式 用 参数 的 形式 给 出 了 ? 和 9 对 坐标 的 函数 关系 ， 参数 s 
取 零 和 有 零 以 上 的 正 值 (s--0 对 应 于 z-== 一 co， 即 对 应 于 无 穷 远 来 


流 )， 特 别 是 , 值 * 一 于 对 应 于 z= 0， 它 给 出 了 重 直 于 z 轴 且 靠近 
物体 的 平面 内 2 值 较 大 处 的 速度 分 布 ， 值 s= 工 对 应 于 过 滤 曲 线 
(= 0) ,容易 看 出 ，s= 了 则 对 应 于 极限 特征 线 ， 常数 a; 的 值 依 


赖 于 物体 的 实际 形状 ， 并 且 只 能 由 该 问题 适用 于 全 空间 的 某 个 精 
确 解 确定 . 
”公式 (112. 8) 只 适用 于 激 波 前 面 的 区 域 ， 由 下 面 的 论述 可 知 
一 定 会 出 现 激 波 ， 由 公式 (110. 5) 进行 简单 计算 后 可 给 出 雅 可 比 
行列 式 人 A 的 表达 式 为 | 

ai (4f? 一 1) 

(f°—mD? 

容易 看 出 , 在 特征 线 上 或 特征 线 左 边 的 整个 区 域 , 即 对 应 于 物理 平 
面 上 极限 特征 线 的 上 游 区 域 ,有 A 守 0( 而 不 是 等 于 零 )， 但 在 特征 
线 的 右边 , A 为 零 ,所 以 , 在 这 个 区 域内 一 定 出 现 激 波 . 

欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 必须 满足 激 波 上 的 边界 条 件 如 下 . 令 
6，7) 和 02 92 为 间断 面 两 边 4 和 7 的 值 ， 首先 ， 它 们 必须 对 应 于 
物理 平 而 上 同一 条 曲线 , 即 

r(0,7)=2(0,72), YO01,m) =Y(02,7). (112.9) 
“其次, 间断 面 切 向 速度 分 如 连续 的 条 件 ( 即 势 函数 $ 沿 闻 断 面 的 导 
数 连续 ) 等 价 于 势 函数 本 身 连 续 的 条 件 : 
* 238 。 








$01,71) 一作 (02 772) 3 (112. 10, 

势 冰 数 思 通过 (111 3) 由 函数 @B 确定 ， 最 后 ， 其 它 条 件 可 由 激 波 

极 线 方程 (86. 6) 的 极限 形式 得 到 ， 该 方程 表明 间断 面 两 侧 速度 分 

量 之 间 的 关系 ， 如 用 罗 一 和 代替 (86. 6) 中 的 角 和 并 引用 7,7: 代 
替 va* 便 得 下 列 关系 : 

2(02—0)°= 77) m+nm). (112.11) 

在 目前 的 情况 下 ,在 激 波 后 面 (速度 平面 中 0F 与 OF 之 间 的 

区 域 , 图 106)， 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 和 (112. 5), (112. 6) 形式 

相同 ,不 过 , 当然 要 用 一 个 不 同 的 党 系数 ( 记 作 一 cz) 来 代替 wa， 四 


个 联 立方 程 (112. 9) 一 (112. 11) 可 确定 比值 = 并 建立 量 np be 
0。 之 间 的 关系 ， 这 些 方程 的 解 是 非常 复杂 的 ; 它 给 出 以 下 结果 . 激 
波 对 应 于 公式 (112.8) 中 参数 s 的 什 为 二 二 (5V 3 3 十 8) =2.78. 

它 给 出 激 波 的 形状 和 间断 面前 方 的 速度 分 布 ， 在 激 波 后 面 (下 游 ) 
的 区 域内 ， 系 数 一 as 是 负 的 ， 且 f?/(f? 一 四 取 负 值 ， 利 用 正 的 量 


s 二 有/(n 一 了 7) 为 参数 ,我 们 得 到 代替 (112. 8) 的 公式 为 


+ _al’s(2s+1) 
J 2 
722/5-- 42/5S15(s 十 1 ， (112. 1®) 
y=—3 ss(28 + 3), 


式 中 ， 
G2 9、/ 3 t=1. 14, 
4 .9、/ 3 一 


8 的 取 值 从 激 波 上 的 二 (5V3 一 8) = 0.11 到 下 游 无 穷 远 处 的 零 . 


图 107 画 出 my 和 0y“ 随 zy““ 变化 的 关系 曲线 ,它们 是 
由 公式 (112. OS 12) 算 出 的 (常数 ai 任意 取 为 D). 
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8$113， 间 断 线 与 过 渡 曲 线 的 相交 

作为 利用 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 研究 跨 声 速 流动 性 质 的 又 一 个 
例子 ,我 们 来 考虑 弱 间 断 线 从 过 渡 曲 线 上 反射 的 问题 (本 . 区 . 朗 道 ， 
E. M. 到 弗 席 北 ,1954) . 

假设 入 射 到 过 滤 线 上 (到 达 交 点 ) 的 能 间断 线 是 普通 类 型 的 ， 
比如 是 由 气流 绕 尖 锐 拐角 形成 的 ， 即 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 
在 该 间断 线 上 是 不 连续 的 ， 它 从 过 渡 曲 线 上 “反射 ?后 ， 即 为 另 一 
弱 间 断 线 ,但 该 间断 线 的 性 质 预 先是 不 知道 的 , 而 必须 通过 研究 交 
点 附 点 的 流动 来 确定 。 我 们 取 这 点 为 zy 平面 上 的 原点 ,并 取 z 轴 
* 60。 | 
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沿 读 点 上 气体 速度 的 方向 ， 所 以 这 点 也 对 应 于 速度 平面 上 的 
原点 . 

我 们 知道 ， 弱 间断 线 与 特征 线 是 重合 的 ， 设 速度 平面 上 的 特 
征 线 Oa( 图 108a) 对 应 于 入 射 间断 线 ， 因 为 坐标 >，?# 在 间断 线 上 
是 连续 的 , 所 以 ,一 阶 导数 B,, B, 也 一 定 是 连续 的 .。 另 一 方面 ，@ 
的 二 阶 导数 可 用 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 表示 , 所 以 , 必须 是 间 
烽 的 。 用 带 方 括号 的 量 表示 这 些 量 的 间断 值 ， 因 此 ， 在 06 
上 有 

[@,1=[®,]=0;[D,,], LD, 1; [9,0. (113. 1) 
特征 线 0a 两 侧 区 域 1 和 2 内 的 函数 B 本 身 ， 在 特征 线 上 必定 没 


有 奇 点 .这 样 的 解 可 由 (110. 6) 第 二 项 令 4 一 巧 求 得 ， 这 个 解 与 两 
项 之 差 1 一 9 名 的 平方 成 正比 ( 另 一 个 独立 的 解 中 在 特征 线 上 


有 一 个 奇 点 , 见 下文)， 这 个 函数 的 一 阶 导 数 在 特征 线 上 为 零 ， 而 
二 阶 导 数 是 有 限 值 ， 此 外 ，B 还 可 以 包括 那些 在 物理 平面 上 使 流 
动 没有 奇 点 的 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 特 解 ，9 和 了? 的 齐 次 次 数 为 最 
低 的 这 种 解 是 76( 参 看 $ 111). 于 是 ， 在 特征 线 Oa 附近 ,此 线 的 
每 一 侧 , 我 们 寻求 的 到 形式 为 

13 19, 


11 
在 区 域 1 中 , 中 = 一 400 一 BC206 PP(32,12;3;5)) 
| (113. 2) 
11 
在 区 域 2 中 , B 一 4n0 一 x060" (13, 12;3;5》 


式 中 , 4, B,C 是 常数 (我 们 将 证 明 它 是 正 数 )， 而 5=1-- 委 ;在 特 
征 线 上 ,6 二 0. 

速度 平面 上 第 二 条 特征 线 (图 108a 中 05) 对 应 于 从 过 渡 曲 线 

上 反射 间 来 的 弱 间 断 线 ， 在 这 个 特征 线 附近 , 函数 BP 的 形式 可 利 

用 (110, 11) 一 (110. 13) 为 消 数 (113, 2) 进行 解析 延 拓 而 求 得 ， 但 

* 261. 











a b 
入 射 间断 线 | 间 加 晰 
(o) (b) 
图 108 


是 , 当 = 和 3 时， 函数 ,是 没有 意义 的 ， 所 以 不 能 直接 用 这 些 公 


》 
式 . 为 此 , 必须 在 这 些 公式 中 ， 首先 令 = 五 +e， 然 后 让 e 趋 于 


零 ， 根 据 超 几 何 函数 的 一 般 理论 , 这 样 就 出 现 对 数 项 ， 
用 (110. 13) 计算 , 可 给 出 特征 线 05 邻近 区 域 3 中 函数 @ 的 
下 列表 达 式 (我 们 保留 到 < 的 二 阶 项 ); 
中 三 一 407 一 了 (一 0) 0 1E| 一 108 十 41.16 十 4.8622]; 
(113. 3) 
在 确定 反射 间断 线 上 各 诬 分 布 的 奇 点 性 质 时 ， 实际 上 只 有 对 数 吉 
是 重要 的 ( 见 下 面 ). 
从 特征 线 Oeu 的 邻 域 到 05 的 邻 域 ， 在 区 域 2 中 函数 @ 的 类 
似 的 变换 (利用 公式 (110. 11))， 只 要 将 B 换 成 0， 就 可 得 出 一 个 


与 (113. 3) 类 似 的 表达 式 ， 所 以 ， 在 特征 线 0b5 上 坐标 和 9 连续 
的 条 件 可 给 出 
C=2B. (113. 4) 
其 次 ,我 们 必须 证 实 , 雅 可 比 行列 式 A(110. 5) 是 正 的 , 因为 在 
任何 地 方 它 都 一 定 不 等于零. 在 特征 线 Oe 邻近 ，A 可 由 函数 
。262 。 





(113. 2) 算 出 ,并 且 容 易 看 出 它 是 正 的 ; A 的 首 项 是 4*， 在 特征 线 
05 邻近, 利用 (113. 3) 计算 可 给 出 A 的 首 项 为 

A=—16(3 ABnt In|el. 
当 接 近 特 征 线 时 , 该 对 数 趋 于 一 .所 以 A>0 的 条 件 可 给 出 4B 
0, 即 4 和 B 必须 同 号 . 

最 后 ,为 了 确定 过 渡 曲 线 的 形状 ， 需 要 求 出 纵 办 7=0 的 上 半 

轴 和 下 半 轴 邻近 ® 的 表达 式 . 适用 于 上 兴 轴 的 表达 式 ， 只 要 把 多 
(113. 2) 中 的 超 几 何 函 数 变换 成 其 自 变 量 为 1 一 一 = 处 的 超 几 何 
函数 即 得 , 当 7 二 0 时 ， 它 等 于 零 ， 计 算 一 下 这 个 变换 中 系数 的 数 
值 , 并 且 只 保留 5 最 低 千 次 的 项 ,我 们 得 

nt 6805 (113. 5) 
解析 延 拓 到 下 半 轴 邻近 区 域 ,给 ee 

$=— An0—18. a 0) 和 (113. 6) 
其 计算 方法 ,与 推导 变换 公式 (110. 13) 时 所 用 的 计算 方法 
类 似 . z z 

现在 ， 我 们 可 以 确定 所 有 这 些 待 求 的 曲线 的 形状 .在 特征 线 

上 , 略 去 高 阶 项 ,我 们 有 

+=®,=—A0,y=D,=—An. 
我 们 不 妨 假定 上 支 特 征 线 (0>0) 对 应 于 到 达 交 点 的 弱 间 断 线 ， 因 
为 气体 速度 是 沿 > 轴 的 正 向 ,所 以 ， 如 果 这 个 间断 线 位 于 <0 的 
六 平面 ， 则 它 就 是 到 达 交 点 的 间断 线 ， 由 此 可 知 常数 4 一定 是 正 
数 , 因 而 常数 B 也 必 是 正 数 ， 在 物理 平面 上 ， 这 个 间断 线 的 方 
程 为 


*= 一 和 7 人 一 gy), (113.7) 


对 应 于 下 支 特 征 线 的 “反射 "间断 线 由 方程 
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$3 (—#) (113. 8) 


给 出 ,就 是 说 ,这 两 个 间断 线 是 半 三 次 抛物 线 的 两 支 ， 其 尖 氮 在 过 
流 曲 线 上 (图 1082， 其 中 的 曲线 和 区 域 的 标号 均 与 图 108a 中 的 标 
号 相对 应 )， 

过 渡 曲 线 方程 可 由 函数 (113.5) 和 (113. 6) 求 得 . 对 7 和 4 微 
分 ， 然 后 令 I9=0， 由 (113. 5) 我 们 得 到 0>0 部 分 的 方程 为 z 一 


— A0, y=— 二 x19.6805， 由 此 得 


y= 一 36.0B( 一 所 六 (113. 9) 

这 是 图 1085 中 过 滤 曲 线 的 下 半 部 分 .类似 地 ， 我 们 由 (113. 6) 得 
过 渡 曲 线 上 半 部 分 的 方程 为 

y= x36.0B(). (113. 10) 

因而 ， 两 条 间断 线 和 两 支 过 渡 曲 线 在 交点 0 处 有 一 条 公共 切线 (9 


轴 ). 在 这 一 点 附近 ,两 支 过 渡 曲 线 位 于 9 轴 的 两 边 ， 
在 到 达 点 0 的 间断 线 上 ,速度 对 空间 坐标 的 导数 是 间断 的 ; 作 


为 一 个 特征 量 ， 我 们 可 以 考虑 导数 ( 32 ) 的 间断 量 . 利用 关系 式 


(多 _2(7,9) __9(7n,9) Fly, y) 万 ， 





一 -4 
过 一 一 一 一- 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 Ce 


ar), a3(z,9)™ In,0/ 57 六 人 和 
和 公式 (113. 2) , (113. 4), 我 们 得 


97 Nt 
| = 26.97757 26. .97 一 万 eA (113. 11) 


和 于是, 当 接近 交点 时 , 这 个 间 师 量 按 |y| 3 的 规 集 增 加 . 

在 反射 的 弱 闻 断 线 上 , 速度 的 导数 不 是 间 斯 的 , 但 速度 分 布 有 
一 个 很 奇特 的 奇 点 ， 由 (113. 3) 计 算 和 坐标 x 一 ,和 y= 二 Bs 与 ,9 
的 函数 关系 (只 保留 方 插 号 中 的 第 一 项 )， 我 们 可 以 把 反射 间断 线 
* 264? 








邻近 对 “的 依赖 关系 0 写成 参数 形式 : 
ee 


me A | 
’ A 27/AIIT 6 





Ljyle, 
4 (113. 12) 


yl" ml 





= 14/2F 
be zo= 7 = 7 7 


式 中 ,6 是 参数 ,而 2 二 zo(9) 是 物理 平面 上 间断 线 的 方程 . 

欧 拉 - 特 里 科 米 方程 也 可 研究 滞 波 能 否 终止 在 它 与 过 渡 曲 线 
的 交点 上 (图 109a 中 , 激 波 到 达 的 点 0@) 的 问题 . 在 这 样 的 瓜 
邻近 ， 激 波 是 弱 的 ， 即 流动 是 跨 声 速 的 .但 是 ， 欧 拉 - 特 里 科 米 
方程 显然 没有 能 描述 这 种 流动 且 满 足 激 波 上 一 切 必要 条 件 的 
解 ， 显然 ， 也 不 存在 对 应 于 激 波 与 过 渡 曲 线 的 交点 为 两 者 的 终 
点 的 解 (图 109b， 那 时 激 波 并 不 是 真正 到 达 点 0， 因 为 激 波 一 侧 
的 流动 是 亚 声速 的 )， 这 意味 着 激 波 必须 是 或 者 伸展 到 无 穷 远 ,或 
者 像 图 109c 中 的 曲线 (如 果 它 是 在 局 部 超 襄 冯 区 中 形成 的 ， 参看 
§ 112 开头 ) 那 样 ， 对 于 它 本 身 的 两 端 而 言 都 是 “出 发 的 ">， 过滤 曲 
线 可 以 终止 在 它 与 汶 波 的 交点 上 ,但 这 里 激 波 的 强度 不 等 于 志 . 


mu ~~、 


z ~ 、 亚 声 这 区 NS 
超声 速 区 超声 速 区 
/ 超声 速 区 \ 
和 (b) 


一 一 激 波 
一 一 一 一 过 滤 曲 线 ， 
图 109 








D 激流 的 “起 点 ”可 以 是 趋 声速 流动 中 任意 一 点 ,研究 它 的 性 质 没 有 什么 特殊 轩 


难 ， 人 参看 8$107 末 ， 
ee 265 。 





第 十 三 章 ” 绕 有 限 物体 的 流动 


$114， 绕 物体 的 超声 速 流动 中 激 波 的 形成 


在 绕 任 意 物 体 的 超声 速 流动 中 , 由 简单 的 论证 即 可 表明 ,在 物 
体 的 前 而 一 定 要 形成 激 波 ， 因 为 物体 的 存在 而 在 超声 速 流动 中 所 
引起 的 扰动 ,只 能 向 下 游 传播 ， 所 以 , 流向 物体 的 均匀 超声 速 来 流 
在 到 达 物 体 的 前 端 之 前 将 不 会 受到 扰动 、 因 而 前 端 物 而 上 气体 速 
度 的 法 向 分 量 不 等 于 零 ， 这 与 必要 的 边界 条 件 发 生 了 矛盾， 这 一 - 难 
题 的 解决 只 能 是 出 现 激 波 , 结果, 使 激 波 与 物体 前 端 之 间 的 气流 变 
成 亚 声速 的 ， 

这 样 ， 在 来 流 为 超声 速 气 流 的 情况 下 ， 物 体 的 前 面 就 形成 激 
波 ， 且 这 激 波 一 般 并 不 附 体 ; 我 们 通常 称 它 为 头 激 波 ， 在 激 波 前 
面 ,流动 是 均匀 的 ; 在 激 波 后 面 , 流动 发 生变 化 ， 顺 着 物体 弯曲 (图 
110a) ， 激 波 面 伸展 到 无 穷 远 处 ; 而 在 离 物 体 很 远 的 地 方 ， 激 波 变 
弱 , 它 与 来 流 的 夹 角 接 近 于 马赫 角 . 





图 110 
2656 ，。 





只 有 在 物体 的 前 端 尖 锐 的 情形 下 , 激 波 才能 附 体 ， 这 时 , 间断 
面 有 个 顶点 与 物体 的 顶点 重合 (图 110b); 应 记 住 ， 在 非 对 称 流动 
中 , 这 曲面 的 一 部 分 可 能 是 弱 间 断面 . 

但 是 ， 对 于 形状 一 定 的 物体 而 言 ， 只 有 当 速 度 超过 某 个 界限 
时 , 这 种 流动 图 象 才 是 可 能 的 ;在 较 低 的 速度 下 ， 即 使 物体 是 尖 头 
的 ,微波 也 要 从 物体 的 前 端 * 脱 开 ” (参看 § 104, $105). 

我 们 来 研究 绕 施 成 体 的 超声 速 流 动 ( 来 流 沿 平 行 于 体 轴 的 方 
向 ), 并 确定 物体 加 钝 的 前 端 处 的 气体 压力 (图 110a 中 驻 点 0 ). 根 
据 对 称 性 ,终止 于 点 O 的 流 线 显然 与 激 波 是 垂直 相交 的 , 所以， 在 
点 4 处 简直 于 间断 面 的 速度 分 量 与 合 速度 相同 .来 流 中 各 个 量 的 
值 照例 用 下 标 1 表示 ,而 点 4 处 的 激 波 后 面 的 值 用 下 标 2 表示 . 由 
公式 (85. 7) 和 (85. 8) 立即 可 求 出 激 波 后 的 参数 值 如 下 : 

人 nM -3 
2+(9-DMi Op OH+DMi 
(7+1)M, 2 十 (7 一 DMi 
现在 ,借助 于 沿 一 条 流 线 诸 参 是 变化 的 公式 , 5 可 以 求 得 点 0 处 的 压 
力 po( 这 里 的 气体 速度 2 二 0)。 我 们 有 (参看 $ 80 问题 ) 


| | 2 人 
po 一 =p:(1 和 噬 ) 
2 


2 一 Cl1 





经 简单 计算 后 ,得 
y+ 二 
?十 Mi : 
p=p( 地 5 I\ > (114. 1) 
(rs : 一 


上 式 给 出 了 超声 速 来 流 (M 之 1D) 绕 过 物体 前 端 处 的 压力 . 
为 便于 比较 ， 兹 将 在 气体 连续 绝热 减速 而 无 激 波 的 情况 下 求 


得 的 驻 点 压力 公式 (也 适用 于 亚 声 速 来 流 ) 写 在 下 面 : 
»* 267 。 








» 
2 
po= pl1 +23 Mi) (114. 2) 


当 M,=1 时 ,由 这 两 个 公式 算出 的 po 值 相同 ; 所 当 M1>1 时 ， 由 
公式 (114.3) 算 出 的 压力 总 是 大 于 由 公式 (114.1) 算 出 的 真正 压 
力 pod. 

在 速度 很 大 (M, 光 1) 的 极限 情况 下 ,公式 (114. 了) 给 出 


y+1l 
/y+1\r-T Mi 
po 一 2 2 二) a (114. 3) 


即 压力 po 与 来 流速 度 的 平方 成 正比 ， 由 此 结果 ， 可 以 得 出 结论 : 
在 速度 与 声速 相 比 是 个 大 量 的 情况 下 ， 作 用 在 物体 上 的 总 阻力 与 
速度 的 平方 成 正比 .应 注意 ,在 速度 与 声速 相 比 是 个 小 量 , 但 速度 
大 小 仍 使 雷诺 数 为 大 量 的 情况 下 ， 阻 力 变 化 的 规律 和 上 述 的 相同 
(参看 ; 45) 

关于 绕 任 意 物 体 的 超声 速 流动 的 基本 人 性质， 至今 尚 未 进行 过 
全 面 研 究 ， 除 了 必定 会 形成 激 波 这 一 事实 之 外 , 我 们 还 可 以 断定 ， 
在 离 物 体 很 远 的 地 方 ,一定 有 相继 的 两 个 激 波 (JI. 荆 . 朗 道 , 1945) . 
因为 在 远 处 ,物体 所 引起 的 扰动 很 小 ,所 以 可 把 扰动 看 作 是 由 zx 轴 
(此 轴 通 过 物体 且 平 行 于 流动 方向 ) 出 射 的 柱 面 声波 ; 像 通常 一 样 ， 
可 选择 一 个 使 物体 在 其 中 静止 的 坐标 系 ,来 研究 其 中 的 流动 ,由 此 


Q@ 这 个 论断 是 普遍 正确 的 ,而 无 须 假设 是 理想 气体 ， 因 为 , 当 有 激 波 时 ,点 O 处 
上 气体 的 粮 So 大 于 So 而 当 没 有 激 波 时 ,Se 将 等 于 S1,。 但 在 这 珊 于 情况 下 , 焰 都 是 


1 
wo = wi V1; 


这 是 因为 当 流 线 与 压缩 间断 面 正 交 时 , 量 w 十 二 中 不 变 . 由 热力 学 公式 
dw=~Tds+ap/p, 


可 知 导 数 
(2p/98)w= — oT<O, 


即 当 名 保持 不 变 时 , 燃 增 加 ， 压力 就 一 定 降低 ,因而 该 论断 成 广 ， 
。 268。 





我 们 将 得 到 一 个 波 ， 这 里 时 间 胜 表示， 传播 速度 用 -7 二 者 


示 (参看 8 115)， 所 以 ， 我 们 可 直接 利用 8$ 95 中 对 柱 面 波 在 离 声 
源 很 远 地 方 所 求 得 的 结果 . 于是， 我 们 得 到 了 远离 物体 处 激 波 的 
下 述 图 象 : 在 第 一 个 激 波 中 , 压力 出 现 跃 升 ,所 以 ,在 它 后 面 有 一 身 
密 区 , 接着 是 一 个 压力 逐 汤 降低 的 区 域 ,并 过 省 到 稀 玻 区 ;其 后 ,在 
第 二 个 激 波 中 ， 压 力 又 出 现 跃 升 ， 前 激 波 的 强度 随 着 离 物体 距离 
了 增加 按 汪 ” 的 规律 降低 ， 而 两 个 激 波 之 间 的 距离 则 按 7 ′ 的 规 
律 增加 ， 加 
现在 来 研究 当 马赫 数 Mi 逐渐 增 大 时 激 波 的 产生 和 发 展 ， 当 
M, 为 小 于 1 的 某 个 值 时 ， 首先 在 物 面 附近 出 现 一 个 超声 速 区 . 在 
这 个 区 域 中 ， 至 少 出 现 一 个 激 波 ， 但 我 们 不 知道 ， 究 竟 是 超声 速 
区 一 形成 就 马上 出 现 激 波 ,还 是 当 M; 为 大 一 些 的 值 (仍然 小 于 1) 
时 才 出 现 激 波 ， 我 们 也 不 知道 , 当 激 波 初 形成 时 (因而 很 弱 ) ,究竟 
它 是 从 物 面 发 出 的 ,还 是 在 某 个 距离 以 外 开始 形成 的 .当然 , 沿 波 
在 超声 速 区 域 的 边界 上 终止 ;关于 激 波 在 其 终止 所 邻近 的 性 质 , 至 
今 尚 未 研究 ( 8 112 开头 已 经 提 到 这 一 点 ). 

随 着 M; 的 增加 , 超声 速 区 域 扩大 ,因而 激 波长 度 增 大 ; 当 ML 
=1 时 , 沿 波 到 达 无 穷 远 .这 就 是 §112 中 (对 二 维 情形 ) 已 经 证 明 
过 的 当 Mi==1 时 所 存在 的 激 波 ;因而 也 就 得 出 结论 ， 激 沪 肯定 是 
在 Mi 一 1 时 开始 出 现 的 . 

当 Mi 开始 大 于 1 时 ,就 出 现 另 一 种 沿 波 一 一 头 洲 疲 , 它 与 无 
限 宽 的 整个 迎面 气流 相交 . 当 M 恰好 等 于 1 时 ， 物 体 前 面 的 流 
动 完 全 是 亚 声 速 的 ($112). 所 以 ， 当 M1 二 1 但 任意 接近 于 1 时 ， 
he 久远 的 地 方 。 因 淘 头 激 波 也 是 
如 此 , 随 首 Mi 的 进 -` 步 增加 , 头 激 波 乏 渐 靠 近 物 体 ， 


4Y69。 





$115. 绕 尖 削 物体 的 超声 速 流动 

为 使 物体 在 超声 速 流动 中 是 流线型 的 ， 也 就 是 使 它 所 受 的 阻 
力 尽 可 能 小 , 则 其 形状 与 亚 声速 流动 中 相应 的 形状 是 完全 不 同 的 . 
我 们 记得 , 在 亚 声速 情况 下 , 流线型 物体 是 细 长 的 , 前 钝 后 尖 的 .但 
是 ,在 绕 这 样 物体 的 超声 速 流动 中 ,物体 前 面 将 形成 强 激 波 ， 这 就 
导致 阻力 显著 增加 ， 所 以 , 在 超声 速 的 情况 下 , 细 长 流线型 物体 应 
是 两 头 尖 削 的 ， 且 尖顶 角 要 小 ; 如 果 物 体 相 对 于 气流 方 同 是 倾斜 
的 , 则 其 夹 角 ( 攻 角 ) 也 必须 很 小 . 

在 线 这 种 形状 物体 的 定常 超声 速 流动 中 ， 各 处 的 气体 速 座 与 
来 流速 度 相 比 ,其 大 小 和 方向 的 差别 都 很 小 , 即使 在 物体 邻近 处 也 
是 如 此 ,月 所 形成 的 激 波 很 弱 ; 头 激 波 的 强度 随 物体 尖顶 角 的 减 小 
而 减 小 .在 远离 物体 的 地 方 ， 气 体 的 流动 是 由 出 射 的 声波 所 组 成 
的 ， 阻力 的 主要 部 分 可 以 认为 是 由 于 运动 物体 的 动能 转换 成 物体 
发 射 的 声波 的 能 量 ， 只 有 在 超声 速 流 动 中 才 会 出 现 的 这 种 阻力 称 
为 波 阻 @; 波 阻 可 用 对 任意 截面 物体 都 适用 的 普遍 公式 算出 ( 工 ， 
冯 . 卡门 , 1936). 

上 述 流 动 的 性 质 使 我 们 可 以 应 用 线 化 的 势 方程 (106. 4): 


og :4 0 _ . 

3 二 3 P's 0， (115. 1) 
为 简便 起 见 , 这 里 我 们 引进 了 正 的 稍 数 : 

太 = 电 二 2 (115. 2) 


z 轴 沿 流动 方向 , 下 标 1 表示 对 应 于 来 流 的 量 , 而 1/B 就 是 马赫 角 
的 止 切 . 
方程 (115. 1) 在 形式 上 与 二 维 波动 方程 相同 ， 只 是 用 z/v1 表 


@” 汶 阻 加 以 由 于 摩擦 以 及 物体 尾部 气流 分 离 而 产生 的 阻力 即 得 总 阻力 ， 
e 70 + 





示 时 间 , 并 用 v1/B 表示 波 的 传播 速度 而 已 .当然 , 这 不 是 偶然 的 ; 
其 物理 意义 如 前 所 述 : 在 远离 物体 的 地 方 ， 气 体 流 动 是 由 物体 “发 
射 ? 的 出 射 声波 所 组 成 的 ， 若 将 无 穷 远 处 气体 看 作 是 静止 的 , 而 物 
体 是 运动 的 , 则 在 空间 某 个 给 定点 看 来 ,物体 的 横 截 面 将 随时 间 而 
变化 ， 而 在 时 刻 t 扰动 播 及 的 距离 ( 即 到 达 马 赫 锥 的 距离 ) 将 按 
v1t/B 而 增加 ， 于 是 问题 化 为 可 变 截 面 的 二 维 声 发 射 ( 以 速度 v1/ 
PB 传播 ) 问 题 . 

按 这 种 “声学 比拟 ?的 办 法 ， 利 用 由 声 源 发 射 的 柱 面 声波 的 势 
函数 表达 式 (73. 15) (在 距离 远大 于 声 源 尺 度 的 地 方 ), 并 用 z/B 下 
换 该 式 中 的 ct, 则 可 以 直接 写 出 待 求 的 气体 速度 势 的 表达 式 ， 

令 S(z) 为 在 垂直 于 流动 方向 (z 轴 ) 的 平面 内 物体 的 横 截面 
积 ，; 为 沿 流动 方向 上 物体 的 长 度 ; 并 取 物 体 的 前 端 为 原点 , 
于 是 


pe S'(EdE _. 
$lz, ”) es 97 | MV (z 一 中 2 一 D272 (115. 3) 


下 限 取 为 零 , 这 是 因为 当 z<0( 以 及 当 x 汪 站 时 , S (zx) 三 0. 

这 样 ， 我 们 就 完全 确定 了 离 轴线 的 距离 * 远大 于 物体 厚度 的 
地 方 的 气体 流动 O.， 当然 , 在 超声 速 流动 中 ,由 物体 发 出 的 扰动 只 
能 播 及 锥 面 一 Br=0 后 面 的 区 域 , 此 锥 面 的 顶点 在 物体 前 端 ; 这 
个 锥 的 前 面 ， 则 是 = 0( 均 匀 流 ). 在 zx 一 pr=0 和 zx 一 Br=! 这 
两 个 锥 面 之 间 ， 势 函数 由 公式 (115. 3) 所 确定 ; 在 锥 面 一 pr =: 
(其 顶点 在 物体 后 端 ) 的 后 面 ，(115. 3) 中 积分 上 限 显然 是 常数 7. 
在 所 讨论 的 近似 程度 下 ,这 两 个 锥 面 都 是 弱 间 断面 , 实际 上 ， 它 们 
足 弱 激 波 . z 

作用 在 物体 上 的 阻力 ， 就 是 每 单位 时 间 内 由 声波 所 带 出 的 动 


@ 在 绕 轴 对 称 物体 的 绵 向 流动 情况 下 , 对 于 直到 网 面 为 止 的 所 有 7, 公式 (115. 
3) 都 是 正确 的 ,特别 是 , 由 这 个 式 子 我 们 可 以 导出 绕 细 锥 流动 的 公式 (105. 6). 


dh 





量 的 “人 分量. 我 们 取 一 个 半径 7 很 大 , 且 其 轴 沿 z 办 的 圆柱 面 , 则 ， 
通过 这 个 表面 的 动量 通 量 密度 的 x 分 量 为 


IT- 一 CO2v(Vx +oD)SplE8 和 人 (o 和 2 ) 


在 整个 圆柱 面 上 取 积 分 , 其 第 一 项 等 于 零 , 这 是 因为 cz 的 积分 是 
通过 这 个 表面 总 的 质量 通 量 , 这 个 质量 通 量 为 零 ， 所 以 


.一 一 2zr| a | 30 3 及 i (115.4) 
Dr 3z : 


在 ( 波 区 内 ) 距 离 较 大 的 地 方 , 势 函 数 的 导数 可 按 873 那样 计算 ( 参 
看 公式 (73.17)), 因 而 得 


9 _ 198 9 A 9" (£) dé 
gr Bb ox 57 27.0 ~V 2Z 一 上 < 一 Pr 


将 这 个 表达 式 代 入 (115. 4) ,而 将 积分 的 平方 写成 重 积分 ; 为 简便 
起 见 , 令 xz 一 pr = 不 ,我 们 得 
PC” (| EDS Gd dds 
4AN -~ oA (I 61) (入 一 6&2) 
对 的 积分 可 以 积 出 来 ;在 改变 积分 顺序 之 后 ， 可 从 和 和 者 中 较 
大 的 一 个 到 无 穷 大 进行 积分 ,我们 先 取 一 个 大 而 有 限 的 量 工作 为 
上 限 , 然 后 让 它 趋 于 无 穷 大 ， 则 有 


r= — 2 8" (8)8" (2) Lin(és—é) —1n4L dd 








包含 常数 因子 ln47 这 一 项 的 积分 为 零 , 因为 在 物体 的 顶端 ,不仅 
面积 S(z) 本 身 而 且 它 的 导数 8' (z) 均 为 零 ， 所 以 有 


BE = 一 4 下 | SCED 8 (ED In (一 8744 


pvi 多 六 
p.—— a | [ BS" (£1)S" (En) In|éo Ed dE (115,5) 


i DY ry pt . 





这 就 是 我 们 所 要 求 的 细 长 尖 削 物体 的 波 阻 公式 @. 该 积分 的 
县 级 是 (S/19)2712?, 这 里 驴 是 物体 的 某 种 平均 横 截面 积 ， 因 而 





Pp 
对 于 细 长 体 ,用 长 度 ! 平方 表示 的 阻力 系数 按 常 规 可 定义 为 
C0.=— {- 
— pvil? 
因而 在 现在 的 情况 下 
C ~ (115. 6) 
_ 它 与 横 截 面积 的 平方 成 正比 . 


应 当 指出 , 公式 (115. 5) 与 藩 翼 诱导 阻力 公式 (47. 4) 在 形式 上 
完全 类 似 ; 这 里 用 函数 wS' (z) 替换 (47. 人 中 的 函数 厂 (z)， 由 于 
有 这 种 类 似 , 在 计算 (115. 5) 中 的 积分 时 ， 我 们 可 以 利用 $47 未 所 
阐述 的 方法 . 

还 应 指出 ,车 将 流动 方向 倒转 过 来 ， 则 由 公式 (115. 5) 算 出 的 
该 阴 不 变 , 因为 该 积分 与 物体 延 伯 的 方向 无 关 ， 波 阻 的 这 一 性 质 ， 
反映 了 线 化 理论 的 特征 @. 

最 后 ， 我 们 米 简 要 地 讨论 一 下 这 个 公式 的 应 用 范围， 这 个 问 
题 可 按 以 下 方法 处 理 ， 在 物体 所 “发 射 2 的 声波 中 ， 气 体质 点 的 振 
怖 是 物体 厚度 的 量 级 ,我们 用 6 表示 .相应 地 ,振动 的 速度 就 是 波 
的 振幅 6 与 周期 7/o; 的 比值 6: (1/w) 的 量 级 、 但 是 ,声波 传播 的 
线性 近似 ( 即 线 化 的 势 函 方 程 ) 总 是 要 求 气体 速度 与 声速 相 比 是 个 
小 量 , 就 是 说 , 我 们 必须 有 





@ 在 目前 所 考虑 的 近似 程度 上 , (对 于 非 轴 对 称 的 或 攻 角 不 为 零 的 物体 而 言 ) 升 
力 为 零 . 
@ 在 $117 所 讲 的 薄 姻 波 阻 的 理论 中 ,这 也 是 正确 的 . 
se 273% 





v1 010 
> 
或 
Mi < 了 (115. 7， 


上 面 两 式 实际 上 是 相同 的 . 所以， 当 Mi 的 值 与 物体 的 长 细 比 相 
近 装 , 上 述 理论 就 不 适用 了 . 
在 相反 的 极限 情况 下 , 即 Mi 接近 于 1， 这 时 方程 的 线 化 不 成 
上 述 理论 当然 也 就 不 适用 了 . 


， 问 题 


′ 设 给 定 细 长 旋 成 体 的 体积 为 了 长度 为 7 试 确定 所 受阻 力 为 最 小 的 旋 成 
体 的 形状 , z 

解 ， 鉴 于 前 文 所 述 的 类 似 关系 ( 即 (47.4) 和 (115.5),) 我 们 引进 变量 0， 
使 . 


z 一 本 (1 一 eosg)， 
(0 委 0 委 rz32 的 起 点 在 物体 前 端 ); 并 把 国 数 2 一 8 (z) 写 为 
[1 sinng; 


当 z 一 0,7 时 ,8=0 的 条 件 ， 意味 着 求 和 式 子 中 只 出 现 4 之 2 的 项 ， 因 而 阳 力 
系数 为 
0 Snd. 
二 机 放生 
=| f (odz, V =| So)ex。 
经 简单 计算 后 可 得 
V 一 二 42 


如 体积 仪 由 系数 4; 确定 。 所 以 ,车 对 于 2? 关 3, 有 4 一 0, 则 得 最 小 的 五 -。， 共 
。274。 








物体 的 横 截 面积 为 
4 一 -了 224:sin 39， 
因而 半径 与 z 的 函数 关系 为 
尼 (Z) =-: (s A) [Lz (7—72) 4, 


该 物体 是 关于 平面 z= 4/2 对 称 的 2. 





$116， 绕 济 吧 的 亚 声 速 流动 
我 们 来 研究 亚 声速 气体 绕 流 线 型 沙 愤 的 流动 ， 像 不 可 压缩 流 
体 一 样 , 亚 声 速 流动 的 流线型 机 楼 必须 是 薄 的 ,后 缘 尖 锐 而 前 缘 圆 
印 , 且 攻 角 必须 很 小 ， 我 们 取 流 动 方向 为 z 思 , 经 展 方向 为 z 轴 . 
因为 空间 各 处 的 气体 速度 与 来 流速 度 2 的 差别 都 不 大 @， 
所 以 可 用 线 化 的 势 函 数 方程 (106. 4): z 
人 1 Dt (116. 1) 


OZ 














在 楼 面 ( 称 为 C ss i 是 切 向 的 ,引进 沿 表面 法 问 的 
单位 矢量 ni, 就 可 将 这 个 条 件 写 为 


(na 笋 jw+ 吕 
由 于 机 村 扁 平 旦 攻 角 很 小 , 法 向 n 0 
近 于 1 ,而 ws 和 n; 都 很 小 ， 因 而 可 以 略 去 二 阶 项 ma 28 和 ns29 ,并 


a0 














用 土 1 替换 ny (对 上 资 面 为 十 1, 下 回 面 为 一 1). 于 是 方程 (116. 1) 





QD 虽然 在 物体 两 端 (z) 为 零 , 但 R'(z) 却 为 无 穷 大 , 即 物 体 不 是 尖 前 的 ; 所 以 ， 
严格 阅 来 , 以 上 述 方法 为 基础 的 近 位 式 在 器 点 附近 是 不 适用 的 . 
@@ 除 机 辟 前 缘 驻 线 邻 近 的 很 小 区 域 以 外 ， 
se。 275 。 





的 边界 条 件 为 
v1 n+ 一 0， (116. 2) 


既然 假设 机 可 很 薄 ， 入 在 殿 面 上 就 可 取 y->0 时 的 极限 值 

方程 (116. 1) 在 条 件 L116.2) 下 的 解 不 难 化 为 不 可 压缩 流动 
“问题 的 解 ， 为 此 , 我们 用 下 列 变量 来 代替 坐标 z，38 ，z : 
2Z' 一 2， YY =JV1I--M:， z’ =z*/1—Mi. 





(116. 3) 
用 这 组 变量 ,方程 (116. 1) 变 为 
3 230 FS 6 
5 ay asi Se 


即 拉 普 拉 斯 方程 ， 而 物 面 则 用 另 一 个 曲面 C' 来 代替 ， 0' 是 这 样 
得 到 的 ， 令 平行 于 zy 平面 的 截面 周 线 不 变 ,但 沿 展 向 (x 向) 的 所 
有 尺度 均 按 M1 一 Mi 的 比率 缩小 . 
于 是 边界 条 件 (116. 2) 变 为 
V1 nt 39 I MY=0, 

引进 新 的 势 函 数 $' 代 赫 9: 

$'= $1— Mi, (116. 5) 
边界 条 件 可 化 成 前 面 的 形式 ， 于 是 我 们 得 到 对 于 办 的 拉 普 拉 斯 
方程 ,其 边界 条 件 为 

二 (116. 6) 


oy’ 
此 式 应 在 Y 二 0 处 得 到 满足 . 

但 是 , 带 有 边界 条 件 (116. 6) 的 方程 (116. 4)， 应 起 绕 曲 面 C0" 
流动 的 不 可 压缩 流体 速度 势 所 应 满足 的 方程 .， 所 以 ， 确 定 绕 具有 
表面 C 的 机 标的 可 压缩 流动 中 的 速度 分 布 问题 ， 就 等 价 于 寻求 绕 
具有 表面 C' 的 机 必 的 不 可 于 缩 流动 中 的 速度 分 布 问题 ， 


。 2L76。 
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其 次 ,我 们 来 研究 作用 在 机 翼 上 的 升力 jr，、 首 先 , 我 们 指出 ， 

37 中 所 时 出 的 儒 可 夫 斯 基 公 式 (37. 4) 对 于 可 压缩 流体 是 完全 有 

效 的 ， 因 为 在 所 讨论 的 近似 程度 上 , 流体 的 变 密度 p 可 用 常数 pi 
代替 .于 是 逢 

se |raz, (116.7) 


这 里 是 沿 渡 展 4; 取 积分 的 , 由 关系 式 (116. 5) 以 及 机 票 C 和 C' 的 横 
鹿 面 周 线 相同 ， 可 知 绕 机 杭 O 可 压缩 流动 的 速度 环 量 厂 与 绕 机 可 
0' 不 可 压缩 流动 的 环 是 ' 有 以 下 关系 : 
= V1—Mi. (116. 8) 

将 此 式 代入 (116.7), 并 变 成 对 z 积分 , 便 得 

prvi [Taz 
a z 
上 式 的 分 子 是 不 可 压缩 流体 中 作用 在 机 票 C' 上 的 升力 ， 用 本 表 
示 它 , 我们 有 


8 一 一 





FEF! 
引进 升力 系数 
2 
FPivilzle’ Fp1wils ls 


( 式 中 ,1,, L。 是 机 渗 CO 沿 TZ 方向 的 长 度 ， Ls, 1 二 lV 1 一 Mi 是 机 
又 0C' 沿 7X ,2 方 同 的 长 度 ), 可 把 以 上 关系 式 改写 为 


f 


Os 惫 
二 一 一 一 一 一 ~。 11 加 
Oy /TM (116. 10) 


对 于 展 长 很 大 ( 剂 面 不 变 ) 的 机 费 , 在 不 可 压缩 流体 中 ,升力 系 
数 与 攻 角 成 正比 , 且 与 机 可 的 长 度 或 宽度 无 关 , 即 

0! 二 常 狼 xa (116. 11) 

和 











式 中 的 常数 只 依赖 于 剖面 的 形状 (参看 $ 46)， 所 以 ， 在 这 种 情况 
下 , (116. 10) 可 用 
OC, 
0 TM : 
代替 ， 这 里 C, 和 Cs 分 别 为 可 压缩 和 不 可 压缩 流体 中 相同 机 经 
的 升力 系数 , 于 是 ， 我 们 得 到 一 条 法 则 : 可 压缩 流体 中 作用 在 大 展 
长 机 票 上 的 升力 等 于 不 可 压缩 流体 中 作用 在 相同 机 票 (在 相同 的 


攻 角 下 ) 上 升力 的 yj 一 Fi; 信 (L- 普 朗 特 ，1922; H， 高 劳 温 特 ， 


1928) 
对 于 阻力 ， 也 河 得 到 类 似 的 关系 式 ， 和 升力 的 侍 可 夫 斯 基 公 
式 一 样 ， 作 用 在 机 票 上 诱导 阻力 公式 (47. 信也 完全 可 应 用 于 可 压 
缩 流 动 ， 作 同样 的 变换 (116. 3) 和 (116. 8) , 我们 得 
二 
:TM 
这 里 ,7 是 不 可 压缩 流体 中 作用 在 0' 上 的 阻力 ， 当 展 长 增加 时 ， 
诱导 阻力 趋 于 常数 极限 ($ 47)， 所 以 ， 对 于 充分 长 的 机 杭 ， 可 用 
Fo) 代 蔡 CF 是 不 可 压缩 流体 中 机 问 C 的 阻力 )， 因 而 阻力 
系数 为 


(116. 12) 


(116. 13) 





(116. 14) 


将 此 式 与 (116. 12) 二 我 们 看 出 ， 对 于 可 压缩 流体 和 不 可 压 
缩 流体 ,比值 Cy/C; 是 相同 的 . 

当然 ， 若 Mi 的 值 接近 于 1 ， 则 这 里 所 给 出 的 所 有 结果 均 不 
适用 , 因为 那 时 线 化 理论 是 不 适用 的 ， 


111(， 绕 机 辟 的 超声 速 流动 
和 果 起 再 速 气流 中 机 费 是 流线型 的 ， 则 它 的 前 后 问 一 定 都 是 


e IFT8 3 





尖 前 的 , 就 像 $ 115 中 所 讨论 的 细 长 体 那样 . 
这 里 ,我 们 只 研究 绕 展 长 很 大 的 藩 愤 的 流动 , 且 沿 栅 展 方向 剂 
面 不 变 ， 若 把 愤 展 看 作 是 无 限 的 ,这 就 对 应 于 二 维 气体 流动 (在 zy 
平面 内 )。， 现 在 劳 国 数 方程 不 再 是 (115. 1), 而 是 


9¢ p98 
其 边界 条 件 为 
| (117. 2) 
OY jy->+0 


上 式 右 边 的 符号 干 分 别 指 上 下 经 面 ， 方程 (117. 1) 是 一 维 波 动 方 
程 ,其 通 解 的 形式 为 z 
$=fi(zx—BY)+f(zr+ py). 

影响 着 流动 的 扰动 是 从 物体 发 出 的 , 这 个 事实 表明 ,在 机 票 上 方 (9 
二 0) , 我们 必须 有 fs 三 0, 所 以 ,$= 二 f(z 一 By); 而 在 机 要 下 方 (8 一 
0) ,$= 二 fa(z 十 By)， 为 确定 起 见 , 我 们 将 考虑 机 冉 的 上 面 区 域 , 那 
里 ,$= 二 f(z 一 By). 函数 由 条 件 (117, 2) 确 定 , 令 式 中 ns~~ 一 62(7)， 
这 里 y 一 cz(z) 是 翼 剖 面 上 部 的 方程 (图 111a)， 我 们 有 


| , 
| 强 | -B81 (2) mts) 
由 此 得 
6 (2). 
于 是 y>0 处 的 速度 分 布 由 势 函 数 
$ (7,9)=—e (By) (117. 3) 


所 确定 。 类 似 地 , 可 知 y<0 处 ,有 


$ (x,Y) = (z+ By), 


其 中 ,y=E1(zZ) 是 翼 训 面 下 部 的 方程 ， 应 指出 , 势 函 数 以 及 其 它 诺 
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图 111 . 
量 , 沿 直线 z 土 By = 常数 (特征 线 ) 均 不 变 ， 这 与 $107 的 结果 是 一 
致 的 ,刚才 所 求 得 的 解 症 8 107 的 一 个 特殊 情形 . 

定性 地 说 ， 流 动 图 象 如 下 ， 从 前 后 缘 的 尖端 发 出 的 是 弱 间 断 
线 (图 111b 中 的 aha’ 和 5B5')D， 在 间断 线 a4a’ 的 前 面 和 5BD' 
的 后 面 , 流动 是 均匀 的 ;而 在 两 者 之 间 , 流动 偏转 , 以 便 顺 着 可 面 流 
过 ， 这 里 的 流动 是 简单 波 ; 在 目前 的 线性 近似 下 ,特征 线 都 是 平行 
的 ,倾角 为 来 流 的 马赫 角 . 


压力 分 布 由 下 列 公式 一 p1 一 一 piv1 3 给 出 ，-- 般 公式 (106， 


5) 中 含 妈 的 项 在 这 里 可 以 略 去 ， 因为 w 和 人 区 量 级 相同 ， 将 
(117. 3) 代 入 上 式 并 引进 压力 系数 Co, 则 上 半 平 面 的 压力 系数 为 


一 2 
0 一 本 一 万 约 (xz 一 00) 


本 DO 












中 这 个 说 法 只 是 在 这 里 贸 采 用 的 近似 程度 上 才 是 正确 的 。 实际 上 , 并 不 是 弱 间 
断 , 而 是 弱 激 波 或 狭窄 的 中 心 稀疏 波 , 视 速度 被 它们 所 折 转 的 方向 而 定 。 俐 如 ,对 于 图 
1115 中 亡 画 出 的 剖面 , 4a 和 32 是 稀 醇 小, 而 4a 和 B5 是 激 波 . 
.从 后 综 ( 图 1118 中 的 召 点 ) 发 出 的 流 线 , 实际 上 是 速度 的 蕊 向 间断 线 ( 它 实 际 上 变 
成 狭窄 的 北 流 尾 迹 )， 
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特别 是 ， 在 机 标的 上 表面 ,压力 系数 为 


Cs, = 了 (z). (117. 4) 

仿 此 可 知 , 在 下 表面 ,压力 系数 为 
Cy, = 一 5 (117. 5) 
应 注意 ， 翼 剖 生 上 人 征 何 一 点 的 压力 只 依赖 干 剖面 周 线 在 该 点 的 


斜率 . | 
因为 剖面 周 线 与 x 轴 的 严 角 总 是 很 小 ， 所 以 可 将 压力 的 垂直 
分 量 当 作 是 压力 本 身 ， 这 是 足够 准确 的 ， 作 用 在 机 可 上 的 总 升力 
等 于 上 下 闹 面 的 压力 差 . 所 以 升力 系数 为 





ls, 4 的 定义 见 图 111。， 我 们 定义 攻 角 a 为 通过 剖面 端点 的 荡 4B 
与 x 轴 的 炎 角 (图 111) , 即 wz/ 因而 得 下 列 简单 公式 : 
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(J， 阿 克 菜 ,1925)， 我 们 看 出 ,升力 由 攻 角 确定 ,而 不 依赖 于 要 剖 
面 的 形状 , 这 与 亚 声速 流动 情形 是 不 同 的 [参看 公式 (48. 7)]. 

我 们 接着 来 确定 作用 在 机 可 上 的 阻力 ( 即 波 阻 ,其 性 质 与 作用 
在 细 长 体 上 的 波 阻 相同 :参看 8$ 115)， 为 此 ， 我 们 应 取 压 力 的 z 
分 量 并 沿 剖 面 周 线 积分 ， 于 是 求 得 阻力 系数 为 


Os= ar) (E+ 654) te. | (117. 7) 
Blsio . 
我 们 设 

=0—&, =0—a, 


这 里 OZ 但 00 分别 为 周 线 上 、 下 部 分 与 路 4B 的 夹 其 ， 小 和 刀 


的 积分 显然 为 霉 , 因 面 其 结 末 为 
es 281 + 








0 Di. : (117. 8) 
字母 上 面 带 一 横 表 示 对 于 yz 的 平均 .者 攻 角 一 定 ， 则 可 以 看 出 平 
人 彼 机 可 (其 =9。=0) 的 阻力 系数 最 小 ， 在 这 种 情况 下 ,Cz 二 a0s. 
若 将 公式 (117. 8) 用 于 粗糙 表面 ， 则 粗粮 度 可 使 阻力 显著 增加 , 即 
使 蔬 凸 相 葵 的 高 度 很 小 D， 因 为 ， 若 表面 的 平均 斜率 , 即 蚀 凸 相 盖 
蒿 度 与 它们 之 间距 离 之 比 的 平均 值 保 持 不 变 ， 则 阻力 与 凹凸 相关 
的 锅 度 无 关 ， 

最 后 ,我 们 作 如 下 说 明 . 这 里 和 其 它 地 方 一 样 ,我 们 所 说 的 机 可 
总 是 指 其 边缘 与 流动 方向 垂直 的 . 把 上 述 公 式 推广 到 任意 ? 角 的 
情形 是 非常 简单 的 , 这里? 是 流动 方向 与 边缘 的 夹 角 ( 偏 航 角 ). 显 
而 易 见 ， 作 用 在 等 截面 无 限 愤 展 机 村 上 的 力 只 依赖 于 来 流速 度 垂 
直 于 机 辟 边 缘 的 分 量 ; 在 理想 流体 中 , 平行 于 边缘 的 速度 分 量 不 产 


生 任何 力 ， 在 马赫 数 为 Mi 的 气流 中 , 作用 在 偏 航 角 不 等 于 所 的 机 
经 上 的 力 , 与 马赫 数 为 Misiny 的 气流 中 当 y -3 时 作用 在 相同 


机 可 上 的 力 是 一 样 的 ， 特 别 是 , 若 Mi 二 1, 但 Mi siny<1， 则 超 
声速 流动 中 所 特有 的 波 阻 就 不 会 出 现 了 , 


$118， 跨 声速 的 相似 律 

3115 一 8 117 中 所 确立 的 绕 落 物体 的 超声 速 和 亚 声 速 访 动 理 
论 , 对 于 跨 声速 流动 是 不 适用 的 , 因为 这 时 势 函 数 的 线 化 方程 不 再 
成 立 了 .在 这 种 情况 下 ， 全 空间 的 流动 图 象 由 非 线 性 方程 (106. 


10) 


936 Fp Fp 3 
aw 3 SE og (118. 1) 





中 但 还 是 大 于 边界 层 的 厚度 ， 
"48Z。 
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(或 者 ,者 是 二 维 流动 ， 则 由 等 价 的 哆 拉 - 特 里 科 米 方程 ) 确 定 ， 但 
是 ,对 于 具体 问题 , 解 这 些 方程 是 相当 困难 的 . 因此 ,对 于 这 样 的 六 
动 ， 我 们 感光 趣 的 不 是 去 寻求 具体 的 解 ， 而 是 建立 起 某 些 相似 
法 则 . 

我 们 首先 来 研究 二 维 流动 . 设 


7 -sf( 了 ) (118. 2) 


为 被 绕 流 的 落 翼 剖面 周 线形 状 的 方程 ，! 是 落 翼 ( 沿 流动 方向 ) 的 
长 度 ,而 6 是 某 个 特征 厚度 (6<<1)， 通 过 改变 这 两 个 参数 1 和 9， 
可 得 一 族 相 似 的 周 线 . 
其 运动 方程 为 

3$ FG_F¢ 要 ‘ 
5s 57 Fy : (118. 3) 
其 边界 条 件 如 下 : 在 无 穷 远 处 ， 速度 等 于 未 受 扰 气 尝 的 加 度 
D1, 即 
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36 _» 236 ， _, Mi—l. 

5 Te Re (118. 4) 
这 里 势 $ 的 定义 见 (106. 9)， 在 剖面 上 , 速度 必须 是 切 向 的 , 即 

vob dF dp (zs). 

3 -一 9 六 = 了 了 (全 ) Wa 


因为 剖面 很 薄 , 可 令 这 个 条 件 在 y= 二 0 处 得 到 满足 . 
ee 


102/3 到 


z=15, 一 em $= 引 a (2, (118. 6) 
这 里 ,0=6/1 表示 机 的 角 开 度 ( 表 示 厚 度 ) 或 攻 角 .于 是 
29998 _$ 
“7 dz “372 ， 


其 边界 条 件 如 下 ; 


s 283 +4 
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有 38 _ 
在 无 穷 远 处 ks By 
i 398 4 
在 3=0 处 -a1 ( 动 ， 
这 里 
ee ee 
TD a 7) 


这 些 条 件 中 只 含有 一 个 参数 到, 于 是 我 们 求 得 了 所 要 求 的 相似 律 ， 
公式 (118. 6) 表明 ,具有 相同 及 值 的 二 维 跨 二 过 流动 是 相似 的 (C 
B. 法 里 柯 维 奇 ,1947). 

应 注意 , 夫 术 式 (118. 7) 只 含有 一 个 表征 气 体 本 身 性 质 的 参数 
ar。 所 以 ， 该 相似 律 还 定 出 了 对 于 不 同 气体 的 相似 性 ， 

在 这 里 所 考虑 的 近似 程度 上 ， 压力 由 公式 ?一刀 宇 一 DiO1 (CO 
一 v1). 给 出 . 利用 表达 式 (118. 6) 计算 , 可知 剖面 上 压力 系数 有 以 


下 形式 : 
Sy” 0 
; Ca ] pi DE RR : 7 7). 
p11 


沿 剖 面 的 周 线 积分 , 就 得 出 了 阻力 和 升力 系数 ; 
_1 aY 
Cs=T hs : 


0,= 了 4 Codz. 





中 人 但 线 化 理论 是 对 应 于 大 的 
KK 值 , 即 | M; 一 1 六 的 48， 所 以 ， 在 1 六 Mi, 一 ! 祖 04 的 范围 内 , 公式 (118. 8) 应 换 成 由 
线 化 理论 所 给 A 6) 一 (117.8). 即 是 说 ， We 函数 fs 和 fy 必 与 
X12 成 正比 ， 


.284， 
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TU 
+ 二 





(118. 8)- 
02/3 


0,=£ -zfs (K). 
用 完全 类 似 的 方法 , 可 以 求 得 三 维 注 物 体 的 相似 律 ， 

该 物体 的 形状 由 以 下 形式 的 方程 给 出 : 

Se 7\ re % 

Y =.(F), z=6f:(F), (118.9) 
式 中 有 两 个 参数 3 和 1 (<1)， 三 维 情形 与 二 维 情形 有 一 个 重要 
差别 , 因为 现在 的 势 函 数 , 当 y->0,z->0 时 ,有 一 个 对 狗 奇 点 (例如 ， 
参看 $ 105 中 娆 尖 肖 圆锥 流动 的 公式 )， 因 而 在 w 轴 上 应 确定 的 
边界 条 件 不 是 导数 5 ，3 9 本身， 而 是 乘积 


236 vdF 31 dz 
ry Ys a 


这 两 个 积 保持 为 有 限 值 ， 在 这 种 情况 下 ,不 难看 出 , 相似 性 变换 为 ~ 





5/3 i 
b= ffs(K), | 











T=, y= emiy, 2 Bat $= LO, (118. 10) 


相似 性 参数 是 
| K=M 1 (118. 11) 





(T. 汉 . 卡门 , 1947)， 求 得 物 面 上 压力 系数 的 形式 为 


CO 一 6 P(E, 了 
相应 地 ,阻力 系数 为 中 
0,=0f(K). | (118. 12) 
”当然 , 当 Me 为 小 正 值 和 小 负 值 时 ， 所 有 这 些 公 \ 式 都 是 成 


_@ 在 1>M 一 1>0: 的 范围 内 , 一 定 全 入 出 线 化 理论 所 给 出 的 公式 .115.6), 根 
据 此 式 可 知 Cs~04; 这 表明 当天 增 大 时 ,函数 j( 玉 ) 趋 于 常数 
。285 。 
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立 的 .车 恰好 是 Mi =1 则 相似 性 参数 下 一 0, 因而 公式 (118. 8) 和 
(118. 12) 中 的 函数 化 为 常数 ， 所 以 , 这 些 公式 完全 确定 了 Cz 和 Cv 
与 60 和 as 的 函数 关系 ,这 里 wx 代表 气体 的 性 质 . 


§119.。 高 超声 速 的 相似 律 

在 $ 106 末尾 早已 指出 ， 当 马赫 数 Mi 的 值 很 大 (高 超声 速 ) 
时 , 绕 细 或 洲 物 体 的 流动 不 能 用 线 化 理论 ， 因 而 ， 对 于 这 入 清 形 ， 
相似 律 是 重要 的 , 钱学森 (1946) 已 经 建立 了 简单 的 相似 律 . 

这 样 的 流动 , 所 形成 的 激 波 与 流动 方向 夹 角 很 小 , 相当 于 物体 
厚度 与 长 度 的 比值 9=6/2 的 量 级 ， 这 些 激 波 通常 是 弯曲 的 ,而 且 
也 较 强 ; 其 中 速度 间断 值 比较 小 ， 但 压力 间断 值 (因而 还 有 炳 的 间 
断 值 ) 比 较 大 ， 所 以 , 一 般 说 来 ,气体 流动 不 是 势 流 . : 

我 们 假设 马赫 数 Mi 的 量 级 为 1/0 或 更 大 ， 激 波 会 使 M 的 当 
地 值 减 小 ,但 总 还 保持 1/6 的 量 级 (参看 8$ 104“ 问 题 ")， 所 以 M 处 
处 都 很 大 . 

我 们 利用 § 115 中 所 阐述 的 “声学 比拟 ”: 绕 可 变 截面 S(z) 
薄 物 体 定常 流动 的 三 维 问题 ， 与 变 剖 面 的 周 线 不 定常 地 发 射 声波 
这 种 二 维 问 题 等 价 O， 而 所 谓 变 剖 面 是 指 剖 面 面 积 掖 Sv1t) 的 
规律 随时 间 变化 ; 这 时 声速 用 <7 和 了 表示 ,或 车 Mi 很 大 ， 就 
简单 地 用 Ct 表示 .应 着 重 指出 ,为 使 这 两 个 问题 相互 等 价 ， 所 必 
须 的 唯一 条 件 是 比值 6/7 很 小 ; 这 就 使 我 们 能 够 把 物 面 上 很 小 的 
环形 区 域 看 作 柱 面 ， 但 是 , 当 Mi 很 大 时 , “发射 ? 波 的 传播 速度 与 
波 中 气体 质点 的 速度 相近 (参看 8 105 末 )， 因 而 这 个 问题 必须 在 
(未 线 化 ) 怡 当 方程 的 基础 上 加 以 解决 . 





@ ”例如 , 绕 尖 前 回 锥 流动 的 问题 ， 与 由 均匀 脱 胀 圆柱 发 射 柱 面 波 的 问题 是 等 价 
e。 236。 


人 
JE 有 yc 和 和 titted op mm An 0 





在 这 个 二 维 问 题 中 , 声 源 的 线 速 度 的 量 级 为 5.0; 此 外 ,在 该 
问题 中 , 仅 有 的 其 它 独 立 参数 为 声速 c1 , 声 源 尺度 6 ,以 及 密度 pi 
@， 由 这 些 参数 只 能 组 成 唯一 的 无 量 纲 组 合 : z 

下 一 MO， (119.1) 
这 就 是 相似 性 参数 @， 作 为 坐标 y，z 的 长 度 标尺 以 及 时 间 标 尺 ， 
必须 选 定 一些 具 有 适当 的 量 纲 的 量 ， 而 且 必须 是 由 同样 的 参数 


例如 4 和 -入 一 所 组 成 的 变 回 到 坐标 z 以 后 ， 我 们 得 知 /6 
和 0 都 是 无 量 纲 变量 了 ， 坊 ， 信 和 参数 及 的 函数 . 
容易 求 出 薄 物 体 具 有 以 下 形式 的 阻力 系数 ; 


0,.=f(K). z (119. 2) 
对 于 绕 无 限 缕 展 薄 慷 流 动 的 二 维 情形 ， 显 然 也 可 得 到 同样 的 
相似 律 . 
最 后 , 得 到 以 下 形式 的 阻力 系数 和 升力 系数 : z 
0s=0f,(K), C0,=0°f,(K). . (119. 3) 
问 是 


设 流动 方向 对 无 限 栅 展 平板 要 有 一 小 的 攻 角 c， 试 求 马赫 数 Mi 很 大 
( M 二 二 ) 时 ， 作用 在 该 机 票 上 的 升力 


解 : 流动 图 象 如 图 112 所 示 : 在 平板 两 端的 每 一 端 ， 都 有 激 波 和 笑 醇 波 
发 出 , 气流 通过 这 两 种 波 时 , 先 向 下 折 转 一 个 角度 a, 然 后 再 向 上 折 转 一 个 角 
度 c. 


@ 当然 ,我 们 考虑 的 不 只 是 气体 的 运动 方程 ,还 有 移 面 边界 条 件 ,以 及 已 形成 的 
激 波 上 所 必须 满足 的 条 件 。 我 们 讨论 的 是 理想 气体 的 情形 , 所 以 气体 动力 学 性 质 只 依 
赖 于 充 量 纲 参数 ? ;但 是 ,下 面 所 求 得 的 相似 律 确定 不 了 流动 对 这 个 参数 的 依赖 关系 . 

国 ”如果 不 假 定 M 很 大 ,我 们 得 到 的 是 参数 天 一 0 Mi 一 1 的 相 伺 律 ， 然 而 ,这 
没有 什么 意义 , 因为 当 M, 不 大 时 , 线 化 理论 确定 了 所 有 的 量 与 这 个 参数 的 函数 关系 . 
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图 112 YS 


根据 声学 比拟 , 绕 这 样 的 平板 的 定常 流动 问题 ， 与 以 匀速 cox 运动 的 活 

塞 前 后 两 面 的 不 定常 一 维 气体 流动 问题 是 等 价 的 、 在 活塞 的 前 面 , 形成 一 个 

激 波 ; 而 在 活塞 后 面 ， 则 形成 稀疏 波 (参看 $ 92 问题 1 和 2 )， 利用 那里 所 得 
的 结果 , 我 们 求 得 所 要 求 的 升力 , 即 平板 上 下 两 边 的 压力 差 。 升力 系数 为 


Oa jE ++ 站 +( 寻 ) S| 


_207/1_? 一 ly 
(1 一 + 2 -K) 


式 中 ,K 一 aM,， 当 之 -二 时 ,平板 上 面 形成 真空, 因而 第 二 项 必须 略 去 . 





在 1<Mi< 二 的 范围 内 , 这 个 公式 变 成 


4a 
Os= M- 


与 线 化 理论 所 给 出 的 一 样 ,这 是 由 于 在 此 范围 内 ,两 种 处 理 方法 都 是 适用 的 . 


°288 。 
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第 十 四 章 燃烧 的 流体 动力 学 


§ 120. 级 慢 崔 洲 
化 学 反应 的 速率 (比如 说 ,以 单位 时 间 内 发 生 反 应 的 分 子 数 来 

度量 ) 依赖 于 发 生 反应 的 混合 气体 的 温度 ， 且 随 温 度 的 升 高 而 增 
大 .在 许多 情况 下 , 这 种 依赖 性 是 非常 明显 的 DO， 尽 管 对 应 于 (化 
学 ) 热 力学 平衡 的 混合 气体 是 已 发 生 过 反应 的 ,但 在 常温 下 -反应 
速率 可 能 很 小 ， 以 致 可 以 认为 几 平 没有 发 生 反 应 .而 当 温度 升 到 

足够 高 时 ， 反 应 就 会 进行 得 很 快 ， 如 果 是 吸 热 反应 ， 为 了 维持 反 
应 ,必需 由 外 部 热源 不 断 地 供给 热量 ; 如 果 仅 在 反应 开始 时 达到 足 
够 高 的 温度 ， 则 只 有 少量 的 物质 发 生 反 应 ， 从 而 使 气体 的 温度 降 
低 ,最 终 导 致 反 应 停止 若是 强 放 热 反应 ,这 时 有 大 量 的 热 释放 出 
来 , 情况 就 大 不 相同 ， 此 时 , 只 需 在 某 一 点 上 加 温 就 够 了 ; 由 该 点 
起 始 的 皮 应 将 放出 热量 , 从 而 提高 了 周围 气体 的 温度 ， 于 是 , 只 要 
反应 一 旦 发 生 , 就 将 扩展 到 整个 气体 . 这 种 现象 称 为 混合 气体 的 组 
慢 燃 烧 , 或 者 就 称 为 燃烧 @， 

混合 气体 的 燃烧 必然 伴随 着 气体 的 运动 . 因此， 燃烧 过 程 不 

仅 是 一 种 化 学 现象 , 而 且 也 是 一 种 气体 动力 学 现象 .一 般 说 来 , 燃 
烧 过 程 的 特性 必须 由 一 组 联 立 方程 式 的 解 来 描述 ， 该 方程 组 包括 

@ 通 肖 , 反应 这 浊 对 温度 显 和 数 关系 ， 约 与 e-z/a7 形式 的 因子 成 正比 ， 其 中 ， 
U 对 于 一 定 的 反应 而 言 ,是 一 个 常数 , 称 为 活化 能 . U 值 越 大 ,反应 速率 对 温度 的 依赖 
- 必须 记 住 ,在 可 燃 的 混合 气体 中 ， 居 烧 在 菜 种 环境 下 或 许 是 不 能 自然 传播 的 . 
记 种 限制 旧 于 这 样 一 些 使 状 量 散 朱 的 困 志 ， 语 如 ,由 于 管内 发 生 燃 烧 时 通过 管 辟 的 导 
热 ， 热 辐射 损 : 人 因此 ， 比 方 说 , 在 半径 很 小 的 管道 内 , 燃烧 是 不 能 进行 的 . 


* 4289 ， 





有 关 反 应 的 化 学 动力 学 方程 和 有 关 混 合 物 的 气体 动力 学 方程 

但 是 ,有 一 类 很 重要 的 情形 (常见 情形 ), 即 问题 中 的 特征 尺度 
! 很 大 (下 面 将 说 明 它 的 含义 )， 此 时 问题 将 大 为 简化 我们 将 看 
到 ,在 这 类 情形 中 , 气体 动力 学 问题 和 化 学 动力 学 问题 在 一 定 程度 
上 可 以 分 开 处 理 . 

已 燃 的 气体 区 域 ( 即 反应 已 经 终止 , 且 充 满 燃烧 生成 物 的 混合 
气体 的 区 域 ) 和 未 燃气 体 之 间 由 一 个 过 渡 层 分 开 , 在 过 渡 层 (燃烧 
带 或 火焰 ) 内 进行 着 反应 , 随 着 时 间 的 推移 ， 这 种 过 渡 层 以 某 个 速 
度 疝 前 移动 ， 该 速度 称 为 气体 燃烧 的 传播 速度 ， 其 大 小 依赖 于 由 
燃烧 带 传 向 冷 的 混合 气体 传输 的 热量 ， 这 里 传 热 的 主要 机 制 是 通 
常 的 导热 ， 这 种 方式 的 燃烧 传播 理论 是 由 B.A. 米 海里 森 首 先 提 
出 的 (1890) 

我 们 用 6 来 表示 燃烧 带宽 度 的 量 级 . 它 由 这 样 一 个 平均 距离 
所 确定 ,这 个 距离 就 是 在 反应 所 经 历 的 时 间 7 内 (就 一 个 所 考察 的 
点 而 言 ), 反应 中 释放 出 的 热量 所 传播 的 距离 ， 时 间 z 是 反应 的 特 
征 量 ， 只 依赖 于 燃烧 气体 的 热力 学 状态 (而 与 参数 7 无 关 ) .如果 
X 是 气体 的 导热 系数 ,参看 式 (51. 7) ,我 们 有 人 : 

~MVXT. (120. 1) 

现在 ,把 上 述 假设 表述 得 更 精确 些 : 我 们 假定 ， 特 征 尺度 远大 

于 燃烧 带 的 宽度 (7 污 6)， 当 这 一 条 件 成 立时 ， 气 体 动 力学 问题 可 

以 单独 处 理 ， 在 确定 气体 的 流动 时 , 可 以 略 去 燃烧 带 的 宽度 ,而 将 

它 视 为 分 隔 燃烧 生成 物 和 未 燃气 体 的 一 个 界面 . 在 这 个 面 (火焰 阵 
面 ) 上 , 气体 状态 的 变化 不 连续 , 即 该 面 是 一 个 间断 面 ， 

这 一 间断 面相 对 于 气体 本 身 (在 垂直 于 阵 面 的 方向 上 ) 的 速度 


@@ 为 了 避免 误解 ,我们 应 当 指 出 : 当 r 明显 地 依赖 于 温度 时 ， 如 果 取 燃烧 生 
成 物 温度 下 的 值 时 , 则 公式 (120.1) 中 会 有 一 个 相当 大 的 系数 ， 但 是 ,对 我 们 的 具 标 来 
说 ,重要 的 是 6 与 ! 无 关 . z 
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2 称 为 火焰 的 法 向 速度 .在 时 间 z 内 ,燃烧 传播 了 一 个 量 级 为 6 

的 距离 , 因此 , 火焰 的 速度 为 @ 
ui 区 (120. 2) 

气体 通常 的 导热 系数 的 量 级 ， 为 分 子平 均 自 由 程 乘 以 分 子 的 热 速 


度 , 或 者 ,至 均 自 由 有 时间 zr; 乘 以 热 速 度 的 平方 ， 这 两 种 说 法 是 一 
样 的 ， 因 为 分 子 热 速度 与 声速 为 同一 量 级 ,我 们 有 
并 不 是 分 子 间 的 每 一 次 碰撞 都 能 引起 它们 之 阐 的 化 学 反应 ， 相 反 
地 ,碰撞 分 子 中 只 有 很 小 的 一 部 分 发 生 反 应 。 这 就 表明 rrr*<r, 因 
而 w<c。 于 是 ,在 这 种 情况 下 ,火焰 速度 远 远 小 于 声速 @. 

和 任何 间断 面 一 样 ,在 代替 燃烧 带 的 间断 面 上 , 质量、 动量 和 
能 量 的 通 量 必须 是 连续 的 。 照例 ， 上 述 第 一 个 条 件 就 可 确定 气体 
相对 于 间断 面 的 法 向 速度 分 量 的 比值 : pioi 一 pzo> 或 者 

让 1 (120. 3) 

式 中 ,了 V1 与 7， ns 依照 8 81 中 对 于 
任意 间断 面 所 得 出 的 一 般 结果 , 如 果 法 向 速度 分 量 是 间断 的 , 则 切 
向 速度 分 量 必 定 是 连续 的 ， 因 此 , 流 线 在 间断 面 上 将 发 生 “ 折 转 ”. 

因为 火焰 的 法 向 速度 相对 于 声速 为 一 小 量 ， 所 以 ， 动 量 通 量 
的 连续 性 条 件 简 化 为 压力 的 连续 性 ， 而 能 量 通 量 的 连续 性 条 件 简 
化 为 迷 的 连续 性 : 


@ 可 以 举 个 例子 : 在 甲烷 (6%) 和 空气 的 混合 物 中 ， 火 焰 速 度 仅 为 5 麻 米 / 秒 ， 
而 在 爆 雄 的 混合 气体 (2H: 十 O:) 中 , 它 是 1000 厘米 / 秒 ; 燃烧 带 的 宽 讼 在 这 两 种 情况 
下 分 别 约 为 5X10-: 原 米 和 5X10 厘米， 

@ ”燃烧 混合 物 成 分 的 扩散 ， 对 燃烧 的 传播 也 有 一 一 定 的 影响 , 但 是 , 这 不 会 改变 火 
焰 速 度 和 宽度 的 量 级 ， 
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在 应 用 这 些 条 件 时 , 必须 记 住 ,该 问题 中 的 间断 面 两 侧 的 气体 ， 其 

化 学 性 质 是 不 同 的 ,因此 两 侧 的 热力 学 量 消 数 关 系 彼此 并 不 相同 . 

对 于 理想 气体 米 说 ， 201 — Wo tepT, ws 二 Woz 十 Cp,T2; 第 数 项 

不 能 象 单一 气体 那样 (通过 适当 选取 能 量 的 零点 ) 取 为 零 ， 因 为 这 

里 的 zol 和 wos 是 不 相同 的 。 邻 wol 一 wos 二 4; 如 果 反 应 在 绝对 零 

度 的 温度 下 发 生 ,这 正 是 反应 中 (每 单位 质量 物质 ) 放 出 的 热量 .于 

是 ， 我 们 得 到 未 燃气 体 (1) 和 已 燃气 体 (2) 的 诸 热力 学 量 之 间 的 关 
系 式 如 下 : 


Pi =p2, T=- 人 二 2. 7, 
Cy, Cp2 (120. 5) ; 


Wen (ee 

因为 火焰 具有 确定 的 法 向 速度 ， 它 与 气体 自身 的 速度 无 关 ; 
对 于 适 动 气体 的 定常 燃烧 来 说 ， 火 焰 阵 面 有 一 定 的 形状 ， 从 管 品 
流出 的 气体 的 燃烧 ( 喷 灯 嘴 ) 就 是 一 例 ， 如 果 2 是 气体 在 管 截面 上 
的 平 的 速度 , 量 然 有 v151=vS， 其 中 8 是 管 的 截面 积 ,8 是 火焰 
阵 面 的 总 面积 . : 四 

如 果 这 种 情况 能 够 实现 , 则 它 对 于 小 扰动 必定 是 稳定 的 ,因而 
产生 这 种 稳定 性 的 极限 问题 .火焰 阵 面 的 稳定 性 可 用 与 $ 30 中 切 
向 间断 面 稳定 人 性 相 类 似 的 方法 来 研究 . 因为 气体 速度 远 小 于 声速 ， 
因此 可 以 将 气体 看 成 是 不 可 压缩 的 理想 流体 ， 把 火焰 阵 面 的 法 向 
速度 当 作 一 个 给 定 的 常数 ， 从 这 一 -研究 (参看 问题 1 ) 可 得 出 火焰 
阵 面 是 绝 对 不 稳定 的 结论 ， 因此， 火焰 一 定 要 变 成 灌流 状态 的 
(J1. 五 . 朗 道 ，1944) ， 上述 研 究 仅 适 用 于 大 雷诺 数 的 情形 ， 然 而 ， 
当 游 虑 气体 的 粘性 时 ,就 不 能 得 出 临界 雷诺 数 非常 大 的 结论 . 

另 一 方面 ,实验 资料 表明 : 直至 很 大 的 雷诺 数 时 ， 也 不 会 发 生 
ee 292。 
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火焰 的 “自动 庙 化 ?@. 这 意味 着 ,一 定 有 其 它 一 些 因 素 使 火焰 阵 面 
变 得 稳定 ,而 使 火焰 的 市 化 一 直 推迟 到 非常 大 的 雷诺 数 时 才 出 现 . 
当 火 焰 阵 面 变形 时 ,法 向 速度 的 变化 可 能 具有 重要 的 作用 : 在 阵 面 
圣 钾 形 的 情况 下 ,2 会 增 大 (因为 问 凹 处 未 燃 混合 物 的 传 热 得 到 改 
善 )， 而 当 话 面 呈 邮 形 时 ， 则 v1 减 小 (多 B， 泽 尔 多 维 有 有) 这 一 重 
要 问题 尚未 得 到 解决 @. 

在 可 燃气 体 混合 物 中 传播 的 火焰 ， 会 引起 周围 相当 大 光 转 

内 的 气体 发 生 运动 因为 存在 着 w 与 加之 间 的 速度 差 ， 燃 娆 生 
成 物 必须 以 速度 一 5 相对 于 未 燃气 体 而 运动 ;由 此 显然 可 知 , 伴 
随 着 燃烧 ,必然 出 现 气体 的 运动 ， 在 某 些 情况 下 ,这 种 运动 导致 激 
” 波 的 形成 ， 这 些 淫 波 与 燃烧 过 程 没有 直接 关系 ， 它 们 的 产生 乃 是 

由 于 必须 满足 某 些 边界 条 件 . 例如 ， 我 们 来 研究 从 一 个 管子 的 封 

闲 端 传 来 的 燃烧 ， 在 图 113 中 ,ab 是 燃烧 带 ， 1 区 和 3 区 的 气体 
是 原来 的 未 侈 混合 物 ， 而 2 区 的 气体 则 由 燃烧 生成 物 所 绷 成 。 据 
-上 所 述 ,燃烧 带 相 对 于 它 前 面 的 气体 1 运动 的 速度 v1, 是 由 反应 性 
质 和 传 热 条 件 确定 的 , 因此 ,wv 可 视 为 已 知 的， 火焰 相对 于 气体 2 
的 运动 速度 v2 可 直接 由 条 件 (120. 3) 确定 .在 管子 的 封闭 端 ， 气 
体 速度 必须 等 于 零 , 这样，2 区 中 的 气体 将 处 于 静止 状态 ， 所 以 ， 
气体 1 必须 以 恒定 速度 一 2: 相对 于 管道 而 运动 . 在 管道 前 方 离 
火焰 很 远 的 地 方 ， 气 体 又 是 处 于 静止 状态 ， 这 一 条 件 只 有 在 出 现 
激 波 (图 113 中 的 cd) 时 才能 满足 ， 在 激 波 面 上 ， 气 体 速度 出 现 间 
@ . 当 烽 烧 在 无 限 空间 中 作 球 形 仿 播 时 ,如 果 发 华 “ 自 动 淇 化 ” ,也 只 是 在 R~10" 

的 情况 下 才 有 可 能 ,这 时 , 作为 特征 总 度 的 是 球形 火炮 的 半径 (H.B. 泽 尔 多 维 奇 和 人 A. 
HE， 罗 兹 洛 夫 斯 基 , 1947). 当 气 体 在 管道 中 燃烧 时 , 不 会 发 生 自动 汪 化 ;事实 上 ， 随 燃 
烧 而 产生 的 大 时 庄 数 气体 流动 ， 已 由 于 管 壁 的 作用 而 引起 油 流 了 (是 由 于 泊 肃 时 层 流 


流动 的 厅 稳 定 而 形成 油 流 ). 

@@” 在 由 波 体 表 计 蒸发 的 气体 的 燃 伐 中 (反应 在 气体 自身 中 进行 ， 而 不 叱 与 任何 
外 部 物质 , 如 空气 中 的 氧 , 发 生 反 应 )， 存 在 一 些 特殊 的 因素 使 火炉 变 得 稳定 ， 在 这 种 
情况 下 , 毛细 作用 力 和 重力 场 具有 稳定 化 的 效应 (参看 问题 2 ) 。 
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断 ， 它 正好 使 得 3 区 气体 处 于 静 。 yy 
止 状态 . 由 已 知 的 速度 间断 值 , 可 
以 求 得 其 它 量 的 间断 值 以 及 激 波 t 
”自身 的 传播 速度 ， 于 是 ， 我 们 知 图 113 

道 ， te eM 作用 . 激 波 运 
动 得 比 火焰 快 ， 所 以 ， 进 入 运动 的 气体 的 质量 随 着 时 间 的 推移 而 
增加 ， - z 
在 雷诺 数 足 够 大 的 情况 下 ， 管 道中 伴随 燃烧 而 产生 的 气体 流 
动 变 成 淇 流 ， 然 后 它 又 反 过 来 影响 引起 气体 运动 的 火焰 . 于 是 ， 
根据 K.. 谢 尔 金 的 研究 ,燃烧 带 有 如 下 结构 : 尺度 比 普通 火焰 宽 
度 6 大 得 多 的 涡流 涡 ， 导 致 火焰 阵 面 的 不 规则 弯曲 。， 这 种 曲率 可 
能 是 很 大 的 , 因为 如 上 所 述 ,火焰 阵 面 对 于 变形 的 稳定 性 也 许 是 很 
小 的 ， 结 果 产 生 一 个 较 宽 的 燃烧 带 ， 它 包括 一 个 手风琴 风 箱 式 的 
不 规则 形状 的 狭窄 焰 面 ， 因 为 燃烧 的 总 面积 显著 地 增 大 ， 于 是 燃 
烧 的 速率 也 大 为 加 快 ， 应 当 注 意 的 是 ， 这 一 图 象 和 自动 满 化 的 火 
焰 里 面 出 现 的 情况 大 不 相同 : 在 那 种 情况 下 ,燃烧 带 将 是 一 个 均匀 
区 域 , 在读 区 域 中 , 远 比 管 半径 为 小 的 汕 流 涡 将 促使 彻底 的 混合 . 


问 题 
向 题 1， 试 讨论 (以 远 小 于 声速 的 速度 传播 的 ) 平面 火焰 阵 面 对 于 无 穷 


小 扰动 的 稳定 性 . 四 
解 : 取 间 断 平面 为 yx 平面 ， 让 未 受 扰动 的 气体 速度 沿 z 轴 的 正 向 ， 候 
设 在 具有 恒定 速度 wy os 的 流动 上 (在 向 断面 的 两 侧 )， 全 加 一 个 在 y 方向 上 


和 时 间 上 都 呈 周 期 性 的 扰动 ， 


ey Vv -02 十 人， Vv tyr (1) 
(py D 为 pi pi 或 v29 D2)s 可 象 $30 中 一 样 得 到 方程 
Ap =0. | 《2) 


在 间断 面 上 ( 即 当 z<0)， CA 压力 的 连续 条 件 
o 2°94 . 
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2 一 22， (3) 


与 间断 面相 切 的 速度 分 量 的 连续 条 件 
ols+ viv 0, (4) 
(这 里 ,<(y, 纺 是 由 于 扰动 而 引起 的 间断 面 沿 > 轴 方 向 的 小 位 移 )， 以 及 间断 
面 上 气体 的 法 向 速度 保持 不 变 的 条 件 
2 0 -=0. (5) 


在 z<0 的 区 域内 (未 燃气 体 1)， Re 


=Ae'ityrhs tet, viy= tAeitv rs tes, 


Viz 

pi=Api( 全 一 jareeco 

在 z>0 的 区 域内 (燃烧 生成 物 , 气体 2)， 除 去 形式 为 常数 Xer*r 生 ” 的 解 
以 外 ,我们 还 必须 考虑 方程 (1) 和 (2) 的 另 一 个 特 解 ,在 此 特 解 中 ,对 y 和 上 的 
依赖 关系 仍 由 同一 因子 etoy -fa: 给 出 ， 这 个 解 可 由 取 p' 一 0 而 得 ;此 时 , 欧 拉 
方程 的 右边 为 零 , 于 是 所 得 的 齐 次 方程 有 这 样 一 组 解 ， 其 中 的 ws 与 v9 正比 
于 ett-fetttez 为 什么 只 需 在 气体 2 中 计 入 这 种 解 ,而 在 气体 1 中 则 不 需要 
呢 ， 其 理由 乃 是 因为 我 们 的 最 终 目 的 是 要 确定 是 否 可 能 存在 具有 正 虚 部 的 
频率 @; 而 对 这 种 o， 当 + 过 0 时 , 因子 C'S7 1 将 随 |z| 无 限 增加 . 所 以 ， 这 种 解 
在 1 区 中 是 不 可 能 存在 的 。 再 给 常 系数 选取 适当 的 值 后 ， 我 们 寻找 z>0 的 


解 , 其 形式 为 


(6) 


. v/s = Be'ty- hx— ‘oOethy-tettios/e, 
viy=— iBe'ty tr io— (@/Ev:) Ceity-iettins /es, | (7) 
pi=—Bps[Lvst (iw/Ek) je ss ot, 
并 令 
£=Detr-iet, (8) 


将 这 些 表达 式 代 入 条 件 (3) 一 (5), 我 们 得 到 关于 系数 4, B,C, D 的 四 个 齐 次 
方程 ， 简 单 的 计算 (利用 j 寺 pi21= P22 这 一 事实 ) 就 可 得 出 这 些 方程 的 下 
列 相 容 性 条 件 : 
(22 (v1 二 02) 二 2 52kv1v02 + bv1v2 (01 一 22) = 0, (9) 
式 中 ,一 一 iw， 如 果 v1 汪 v2 这 个 方程 或 者 是 有 两 个 负 实 根 , 或 者 是 有 两 个 
具有 负 实 部 的 共 轿 复 根 ， 但 是 ， 如 果 v1 过 vz， 则 两 个 根 为 具有 相反 符号 的 实 
根 ， 因 此 ,如 果 v1 二 v2; 则 始终 有 Re(Q) 过 0, 从 而 运动 是 稳定 的 ; 而 当 久生 2 
9 EC92 








时 , 则 存 相 Re(4) 盖 0 的 42, 于 是 , 原来 的 运动 就 是 不 稳定 的 .因为 在 燃烧 过 程 
中 加 热 相当 大 , 反 烧 生成 物 的 密度 ps 实际 上 总 小 于 未 燃气 体 的 密度 p:。 这 
位， 由 于 P191 二 P2223 就 有 V2 > Vi. 因此 可 以 断言 ;在 所 讨论 的 条 件 下 ， 火焰 - 


阵 面 总 是 不 稳定 的 . 
问题 2， 设 燃烧 在 液体 的 表面 进行 , 反应 发 生 在 由 表面 燕 发 的 燕 汽 中 ， 
试 确定 该 燃烧 在 计 及 重力 场 和 毛细 作用 时 的 稳定 性 (JI. 几 . 诅 道 ,1944). 
解 ， 我 们 将 车 近 液 面 的 藻 汽 中 的 燃烧 带 看 成 一 个 间断 面 , 但 现在 假设 这 
个 表面 具有 表面 张力 g， 计 算 方 法 完全 类 似 于 问题 1, 唯 一 的 区 别 是 ,这 里 应 


有 pi 一 p= 一 a (pi 一 ps)9E， 而 不 用 边界 条 体 (3); 介质 1 是 液体 , 办 质 
2 是 已 燃气 体 ,条件 (4) 和 (5) 不 变 , 现在 ,代替 方程 (9) 的 是 
{2° 《21 十 2 ) +2Qhvrvt| 《21 一 2)2 二 时 一人 < ows= 0。 


在 这 种 情况 下 ,稳定 性 条 件 是 该 方程 的 根 应 具有 人 负 的 实 部 ， 即 自由 项 对 所 有 

的 上 必须 都 是正 数 ， 由 这 一 必要 条 件 得 出 稳定 性 条 件 1 < 

因为 气体 燃烧 生成 物 的 密度 远 小 于 液体 的 密度 (pr 光 ps)， 帮 上 述 条 件 实际 上 

变 为 
74<4agpi03. 


问题 3， 试 确定 平面 火焰 前 方 气体 中 的 温度 分 布 . 
解 : 在 随同 火炮 阵 面 一 起 运动 的 坐标 系 中 , 温度 分 布 是 定常 的 ， 而 气体 
以 速度 一 v1 运动， 导热 方程 : 


__ 
v VT= v1 2 Tn 


的 解 为 


es x 
T=Toe vis/ 9 


其 中 ,To 是 火焰 陈 面 上 的 温度 , 远离 火焰 阵 面 的 光度 取 为 零 . 


§ 121， 爆 麦 z 
在 上 面 所 描述 的 那 一 类 燃烧 (缓慢 燃烧 ) 中 ， 燃 烧 在 气体 中 的 
传播 归 因 于 加 热 ， 这 种 加 热 是 由 燃烧 气体 向 尚未 燃烧 的 气体 真 接 


A 
多 ' 





传 热 而 造成 的 ， 燃 烧 的 传播 还 可 能 有 另 一 种 巡 然 不 同 的 机 制 ， 其 
中 包含 着 激 波 ， 当 激 波 通过 时 , 没 波 使 气体 加 热 ; 激 波 后 面 的 气体 
温度 高 于 其 前 面 的 温度 ， 如 果 激 波 足 够 强 ， 它 所 造成 的 温 升 就 能 
够 引起 燃烧 ， 于 是 ， 激 波 在 其 运动 中 就 会 “点 燃 "混合 气体 ， 就 是 
说 ,燃烧 将 以 激 波 的 速度 传播 , 或 者 说 ， 它 比 通常 的 燃烧 传播 速度 
要 快 得 多 。 这 种 燃烧 传播 机 制 称 为 爆 吉 . z 

当 激 波 通 过 气体 中 的 某 一 点 时 ,该 点 就 开始 发 生 反应 ,并 且 一 
直 延 续 到 那 一 点 的 气体 全 部 燃烧 完毕 为 止 ， 就 是 说 ， 反 应 延续 了 
一 个 时 间 r , 它 表 征 问题 中 的 反应 的 动力 学 特性 .由 此 显 见 ,在 激 
波 后 面 将 跟随 一 个 与 它 一 起 运动 的 燃烧 层 ， 该 层 的 宽度 等 于 激 波 
传播 的 速度 乘 以 时 间 + ， 重 要 的 是 ， 这 一 宽度 与 流 场 中 出 现 的 任 
何 物体 尺度 无 关 ， 所 以 , 当 所 涉及 的 问题 的 特征 尺度 足够 大 时 ,我 
们 可 把 激 波 以 及 跟随 它 的 燃烧 带 ， 看 成 将 已 燃气 体 与 未 燃气 体 分 
隔 开 的 单个 间断 面 ， 这 个 间断 面 称 为 爆 袁 波 . 

在 爆 徐 波 前 后 ,质量 ,能 量 和 动量 的 通 量 密度 必须 是 连续 的 ， 
因此 , 以 前 只 用 这 些 连 续 性 条 件 所 得 到 的 关系 式 (82.31) 一 (82. 10) 
仍然 成 立 . 特别 是 , 方程 


一 wo 十 地 ( 二 V2) (ps— D1) 一 0 
(121. 1) 


仍 成 立 ;下 标 1 总 是 指 未 燃气 体 ,而 下 
标 2 则 指 燃烧 生成 物 ， 由 这 一 方程 得 
到 7; 作为 ;的 函数 的 曲线 称 为 爆 过 
绝热 线 ， 该 曲线 不 通过 给 定 的 初始 挟 
(pi Fi) ， 这 与 前 面 讨论 过 的 激 波 绝 
热线 不 同 。 激 波 绝 热线 通过 初始 点 是 4 
由 于 ww 和 ws 分别 是 (p11) 与 (p2, V2) 的 同一 藤 数 ， 而 现在 由 于 
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两 种 气体 的 化 学 性 质 不 同 ,情形 便 明 然 不 可 了 ， 在 图 114 中 , 实 线 
表示 爆 麦 绝热 线 ， 过 点 (Zu 六 ) 所 引 的 曲线 (虚线 ) 是 未 然 混合 气 
体 的 普通 激 波 绝热 线 ， 爆 大 绝 热线 总 是 处 于 激 波 绝热 线 的 上 方 ， 
因为 燃烧 时 会 出 现 高 温 ， 因 而 气体 压力 要 大 于 同样 比 容 下 未 燃气 
体 的 压力 . / 

对 于 质量 通 量 密度 来 说 , 前面 的 公式 (82. 6) 仍 成 立 , 即 : 


2 二 了 一 各 2 ， 21 . 


所 以 , 产 仍然 是 图 形 上 从 点 (ztb7D 到 爆 秦 绝热 线 上 任 一 点 (2a7:) 
的 弦 线 (例如 ， 图 114 中 的 ac 纪 ) 的 斜率 ， 从 图 解 上 立即 可 以 看 
出 ， 产 不 能 小 于 切线 a0 的 斜率 ， 通 量 j 恰好 是 单位 面积 的 爆 奏 
波 表面 在 单位 时 间 内 所 点 燃 的 气体 质量 .我 们 可 以 看 出 ， 在 爆 
黎 中 ,这 个 量 不 能 小 于 某 个 极限 值 jww ( 它 取 决 于 未 燃气 体 的 初始 
状态 ). 

公式 (121. 2) 只 是 质量 通 量 和 动量 通 量 连 续 条 件 的 一 个 推论 ， 
因此 , (对 于 给 定 的 气体 初始 状态 来 说 ,) 这 公式 不 仅 对 燃烧 生成 物 
的 最 终 状 态 成 立 ， 而 且 对 所 有 中 间 状 态 也 成 立 ， 而 在 这 些 中 间 状 
态 下 , 只 有 一 部 分 反应 能 量 已 被 释放 出 来 ， 换 句 话说 ,在 任何 状态 
下 ,气体 的 压力 p 和 比 容 六 服从 线性 关系 : 

z p=P1+j*(Vi—V), (121. 3) 

它 在 图 上 以 弦 od 表示 ， 这 一 结果 在 爆 黎 理论 中 是 重要 的 ;.B. A. 
米 海里 森 (1890) 最 先 表述 了 这 一 结果 . 

现在 ,我 们 用 所 .5. 泽 尔 多 维 奇 (1940) 提出 的 方法 ,来 研究 穿 
过 有 限 宽度 的 实际 爆 徐 波 层 时 气体 状态 的 变化 ， 爆 徐 波 的 前 沿 是 
未 燃气 体 1 中 一 个 真正 的 激 波 ， 在 激 波 中 ， 气 体 被 压缩 和 加 热 到 
气体 1 的 激 波 绝热 线 上 点 a 所 代表 的 状态 (图 114). 在 压缩 气体 
中 开始 发 生化 学 反应 ， 当 反应 进行 时 ， 气 体 状 态 就 由 一 个 沿 弦 da 
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向 下 移动 的 点 表示 ;这 时 将 放出 热量 , 并 使 气体 膨胀 , 压力 下 降 .. 这 

一 过 程 -- 直 延续 到 燃烧 完毕 ， 且 反应 热 被 全 部 释 出 为 止 ， 对 应 的 

点 是 c , 它 落 在 爆 北 绝热 线 上， 表示 燃烧 生成 物 的 终 态 . 获 ad 和 

” 爆 禾 绝热 线 的 较 低 的 交点 是 5 ， 对 于 由 激 波 压缩 和 加 热 而 引起 燃 
烧 的 气体 来 说 , 5 点 是 不 能 达到 的 @. 

于 是 ,我 们 断定 , 爆 权 不 是 由 整个 爆 黎 绝热 线 表 示 ， 而 是 仅 由 
位 于 O 点 以 上 的 那 一 0 
直线 a0 与 爆 秦 绝热 线 相 切 . 

§ 84 中 曾经 证 明 ， 在 4(j?) /dp,==0 的 那 一 点 上 , 即 在 激 波 绝 
热线 与 从 (Cp1,V1) 引出 的 直线 相 切 的 点 上 ， 速 度 v2 等 于 相应 点 的 
声速 cs, 而 在 该 点 以 上 则 有 vs 过 cz. 这 些 结果 只 是 由 间断 面 上 的 守 
伍 律 得 出 的 ， 因 而 对 爆 礁 波 也 完全 适用 ， 在 单一 气体 的 普通 激 波 
绝热 线 上 , 如 $ 84 中 已 经 证 明 过 的 ,并 不 存在 &(72) /dps=0 的 点 . 
. 但 在 爆 奢 绝热 线 上 却 存在 这 样 的 点 ， 即 点 O。 因 为 爆 冰 只 对 应 于 
绝热 线 的 O 点 以 上 的 那 一 部 分 ,于 是 可 以 断定 

02< Co， (121. 4) 


就 是 说 , 爆 友 波 相对 于 紧 接 其 后 方 的 气体 ,以 等 于 或 小 于 声速 的 速 
度 而 运动 。 当 爆 艇 对 应 于 点 0 ( 称 为 儒 盖 特点 ) 时 ， 等 式 一 2 
成 立 @. 
爆 麦 波 相对 于 气体 的 速记 总 是 超声 速 的 (即使 对 于 点 0): 
2 Ci。 (121. 5) 


从 图 114 就 可 _ 目 了 然 地 证 实 这 -点 ， 在 图 上 , 声速 c, 由 气体 1 
的 激 波 绝热 线 (虚线 ) 过 点 a 的 切线 斜率 确定 ， 另 一 方面 ,速度 


@ ”为 完整 起 见 ,还 应 指出 ,在 另 一 个 激 波 中 ,以 间断 的 形式 从 状态 c 过 渡 到 状态 

b 也 是 不 可 能 的 , 因为 气体 通过 这 一 激 波 时 , 必须 由 高 压 过 渡 到 低压 . 
人 @ ”应 当 记 住 ,速度 vi,v: 总 是 表示 垂直 于 间断 面 的 速度 . - 
。299 。 
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由 汞 ce 的 斜率 确定 、 因 为 所 涉及 的 所 有 纺 线 都 比 切线 陡 , 因 而 总 
是 有 ci。 如 同 激 波 一 样 , 以 超声 速 的 这 度 运动 的 爆 释 波 , 不 会 
影响 到 波 前 方 的 气体 ， 爆 艇 波 相对 于 静止 未 燃气 体 而 运动 时 的 束 
度 v1, 就 是 爆 埃 的 传播 速 姜 . : 

经 然 /Vi 二 va/V 2 三 7, 而 且 V1 和 >V， 可 知 21- 一 229 差 值 V1 
v2 显然 是 燃烧 生成 物 相 对 于 未 燃气 体 而 运动 的 速度 ， 这 个 差 值 为 
正 数 , 即 燃烧 生成 物 沿 爆 族 波 传播 的 方向 运动 ， 

我 全 还 可 以 作 如 下 的 说 明 ， 在 $ 84 中 已 经 证 明 gss/&(J?) > 
0, 所 以 ,在 至 取 极 小 值 的 点 上 ,s: 也 取 极 小 值 、 这 个 点 就 是 点 0 .. 
因此 , 我 们 断定 ， 它 对 应 于 爆 帮 绝 热线 上 箭 s 的 最 小 值 ， 如果 我 
们 游 察 状态 洛 直线 ae 的 变化 , 则 简 s: 在 点 O 也 有 一 个 极 值 ( 因 为 
曲线 的 斜率 和 0 点 切线 的 斜率 相同 )， 但 是 ,这 个 极 什 是 一 个 极 大 
信 ， 因 为 从 。 到 0 的 位 移 对 应 于 压缩 气体 中 发 生 燃 烧 反 应 时 状态 
的 变化 ， 这 一 过 程 伴随 有 热量 的 释放 和 炳 的 增加 ; 然而 ,从 点 0 过 
渡 到 点 a， 则 对 应 于 燃烧 生成 物 变 为 原 气体 的 吸 热 变化 ， 这 一 变 
化 伴随 有 箭 的 减 小 . 四 

如 果 爆 麦 是 由 外 源 所 产生 而 后 人 射 到 气体 中 来 的 激 波 所 引起 
的 ,那么 ， 爆 徐 绝 热线 上 部 的 任何 一 点 都 可 能 对 应 于 爆 达 ， 但 是 ， 
我 们 尤 感 兴趣 的 ， 是 研究 由 燃烧 过 程 自身 产生 的 爆 率 .在 $122 
中 , 我 们 将 会 看 到 , 在 许多 重要 情况 下 ， 这 种 爆 帮 必 定 对 应 于 偶 盖 
情 点 ， 这 样 , 爆 悉 波 相 对 于 紧 接 波 后 的 燃 枢 生成 物 的 速度 ,就 恰好 
等 于 声速 ;而 相对 于 未 燃气 体 的 速度 1 二 人 V1, 则 具有 最 小 可 能 值 . 
这 一 结果 ， 本 来 是 D.LL. 恰 普 曼 (1899) 和 EE. 颂 盖 特 (1905) 作 为 假 
设 提 出 来 的 ,但 其 完整 的 理论 证 明 则 是 由 去. 3. 泽 尔 多 维 奇 (1940) 
完成 的 . 

”现在 来 推导 理想 气体 爆 达 波 中 各 种 量 之 间 的 某 些 关系 式 ， 在 
~ 般 方 程 (121. 1) 中 ,代入 关于 烩 的 下 列表 达 式 : 


es。 300 。 





w=wo Cp Wo 





我 们 得 到 


i 
pV PtipV Vp t Vp =2g, (121.6) 


式 中 ， & = Wo Wo02 a 零度 时 网 反应 热 ， 该 方程 
给 出 的 曲线 p,(V,) 是 一 支 直 角 双 曲线 . 当 22/ 包 ->co 时 ， 窗 度 比 
趋 于 有 限 大 的 极限 : : 


_ 了， ?2 十 荆 . 
a ?2 一 于 


这 是 爆 砂 波 中 所 让 ye 
在 强 爆 友 波 这 种 重要 情况 下 ， 公式 可 以 大 大 简化 ; 当 友 应 中 所 
释放 的 热 远大 于 原 气体 的 内 能 时 , 即 :9 六 cuiT 时 ,就 可 得 到 这 样 的 
强 爆 到 波 ， 此 时 , 我们 可 成 略 去 (121. 6) 中 含 p1 的 诸 项 ,结果 得 到 
pa 二) =29. (121.7) 


现在 较 详细 地 讨论 血 盖 特点 所 对 应 的 爆 克 ， 从 二 面 的 讨论 可 
4 这 是 我 们 感 兴趣 的 问题 ， 在 这 一 点 上 ， 有 这 =o3/V3 一 psps/ 

， 由 这 个 关系 式 和 式 (121. 2), 我 们 可 以 将 Ps 和 8 表示 为 下 面 
ele 





VV 27， 到 yy ss .Yapity VI on. | 121 . 8) 
z pstl1? (z+1) ( 


将 这 些 表 达 式 代入 方程 (121. 6)， 并 以 v1/V 代替 j， 经 过 简单 整 
| | v1 的 下 列 四 次 方程 : 

一 202[(? 一 1)9 十 (3 一 ?717 cu 

十 但 (一 D2c3 2 一 0， 
其 中 ,温度 是 由 关系 式 : 


my 
~ 


pgV _ pV 
Cp™Cy CO) 
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引进 的 ， 于 是 @ 


V1 一 人 / (ys—D) LCy2+1)g+ Cyi+y2) co 
十 \/ 读 (Pa 十 D[(P: 一 D9 二 ()3 一 ?0Dcu7] (121. 9) 


用 这 一 公式 可 由 原 混合 气体 的 温度 2 确定 爆 杉 的 传播 速度 ， 
我 们 可 以 将 公式 (121. 8) 改 写成 下 列 形式 : 


D2 _ vi 二 (1 1) oT 
PD ysl) (yl)oT 


PeLvi 十 (yi —DoT] 
一 (Pz 1)vt 


这 两 个 公式 与 (121 9) 一 起 ， 可 确定 燃烧 生成 物 与 温度 为 了 的 未 
燃气 体 之 间 的 压力 比 和 密度 比 , 

利用 公式 (121. 9) 和 (121 10), 速度 9 可 由 式 = 0/ 计 
算 ， 其 结果 为 


Vs 一 /了 BV: [ys+ Dg+ (yit+ys) co T1] 
he /TD Dr -7Dcu2i]， 


(121. 11) 
差 什 ?1 一 92, 亦 即 燃烧 生成 物 相 对 于 未 燃气 体 的 速度 , 等 于 
Vi -mV Dot Py (ys+1). 

: ne 12) 


(121, 10) 


QD 如 果 4—2pz*+q=0, 则 


I gy re En Va). 


这 里 的 两 个 符号 对 应 于 : 从 点 a 可 以 引 两 条 爆 麦 绝热 线 的 切线 ， 一 条 向 上 ， 如 图 114 
中 所 示 ; 另 一 条 则 向 下 。 我 们 感 兴趣 的 是 那 条 向 上 的 较 陡 的 切线 ,因此 ,我 们 相应 地 取 
正 号 . 
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燃烧 生成 物 的 温度 可 由 公式 
co 人 一 好 /72(72 一 1 (121. 13) 
算出 (因为 ?2=c2). 
所 有 这 些 稍稍 复杂 的 公式 , 在 强 爆 条 波 情况 下 都 可 大 为 简化 . 
在 这 种 情况 下 , 速度 由 下 列 的 简单 公式 确定 : 


2 一 人 人 /205 一 1)0 0 v=/ (y++1). (121. 14) 
燃烧 生成 物 的 热力 学 状态 由 下 列 公式 确定 : 
2 T= 
V yatl cualy2tl) (121. 15) 
2(»:—1)g yiv? 


: 《7 一 DcouT Cyst1)or 
Re 15) 和 对 应 的 缓慢 燃烧 公式 (120. 5) 作 一 比 
较 ,我 们 就 会 注意 到 ， 在 9 六 cv2; 的 极限 情形 下 , 爆 敌 和 缓慢 燃烧 
以 后 的 生成 物 之 间 温 度 的 比值 为 


To 2y2 
re yz 二 1 


这 一 比值 恒 大 于 1 (因为 y2>1). 
在 上 面 所 有 基于 图 114 的 推论 
中 ， 都 不 言 而 喻 地 假设 燃烧 的 化 学 
反应 自始至终 ( 即 在 所 有 介 于 原 未 
燃气 体 与 最 终 燃烧 生成 物 之 间 的 中 
ed 在 大 多 数 情况 
下 ， 这 一 假设 是 合理 的 . 但 是 , 从 原 
的 反应 是 可 能 存在 的 (8.B. 泽 尔 道 
维 奇 和 $. B. 拉 特 涅 尔 ，1941). 于 图 115 
是 ,首先 成 为 吸 热 而 不 是 放 热 的 那个 中 间 混 合 物 ,就 对 应 于 这 样 一 
“条 绝热 线 ， 它 处 于 最 终 燃 烧 生 成 物 状 态 所 对 应 的 爆 产 绝热 线 的 上 
° 303。 
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方 (多 115)， 

表示 爆 帮 混合 易 状 态 亚 化 的 任何 引线 ， 必 须 通过 这 条 中 间 冯 
热线 ,所 以 , 对 应 于 燃烧 传播 速度 最 小 可 能 值 的 jw 就 由 切线 a0 
的 斜率 确定 ， 具 有 >Jm 的 爆 艇 波 ,对 应 于 爆 吉 绝热 线 上 位 于 5 
氮 上 方 约 诸 点 , 面 且 9 二 cs。， 如 果 7 二 jm 气体 状态 就 沿 着 直线 oa 
从 点 “ 变 到 点 0', 然 后 进一步 下 移 到 点 0 ,此 点 代替 通常 的 儒 盖 特 
点 而 成 为 自动 爆 埃 所 对 应 的 点 ; 这 里 与 通常 结果 不 同 的 是 6>>cs， 


问题 


流 激 是 一 个 对 应 于 华 潍 竺 点 的 强 介 到 没 的 前 隆 而 , 斌 确定 时 接 流 这 后 
方 气体 的 热力 学 量 . 

解 : 紧 接 激 波 后 方 的 是 未 兢 气 体 ， 它 的 状态 由 点 e 表示 , 在读 点 ; 记 引 切 
线 sO (图 114) 与 画 成 虚线 的 气体 1 的 激 波 绝热 线 相交 .， 把 这 个 点 的 坐标 表 
示 为 (p14, 了 D0, 由 气体 1 的 激 波 绝热 线 方程 (85.1), 我 们 首先 得 到 


Vi OD PDp 

Vi Vi Dpt+ (pit Dn 
其 次 有 (pi 一 9) (V1 一 V1) 一 一 和 一 2 i/Vi. 从 (121. 14) 式 取 v) 的 值 , 即 得 
4(yi—Dg r_y rp—l 
(yi—1)ceuT Vi er sl 


T'—.4 4(yi—1) . 
Cvl (yi 二 1)? 
压力 2 对 爆 兹 波 后 方 压 力 pz 的 比值 为 
2 2(7P2z 十 1) 
2 yi 十 1 








PD1= P17 





$122， 爆 壶 波 的 传播 


现在 来 研究 在 原先 静止 的 气体 中 爆 疹 流 惟 播 的 一 些 实际 情 
况 ， 首 先 研究 气体 在 一 端 (z 一 0) 封闭 的 “道中 发 生 悍 麦 的 情形 . 
这 种 情形 的 边界 条 件 是 ,在 爆 菊 波 ( 它 不 影响 波 前 气体 的 状态 ) 的 
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前 方 和 管道 的 封闭 端 ,气体 的 速度 均 为 零 ， 因 为 当 激 波 通过 时 , 气 
体 得 到 一 个 非 零 的 速度 ， 所 以 在 爆 次 波 与 管道 封闭 端 之 问 的 区 
域 ， 气 体 的 速度 一 定 要 减 小 ， 为 了 确定 所 形成 的 注 动 图 象 ， 我 们 
要 指出 ， 在 这 种 情况 下 ， 不 存在 用 以 表征 沿 管道 (x 方向) 流动 条 
件 的 长 度 参数 ， 在 392 中 已 经 知道 ， 在 这 种 情况 下 , 气体 速度 能 
在 激 波 (分 隔 两 个 速度 均匀 的 区 域 ， 中 或 在 自 相似 性 的 稀 玻 波 中 
变化 . | 

首先 ,我 们 假设 爆 雄 波 不 对 应 于 绝热 线 上 的 儒 盖 特点 ,于 是 , 爆 
铸 波 相对 于 其 后 方 气体 而 传播 的 速度 为 < cr. 容易 看 出 ,在 这 种 
情形 下 ,跟随 爆 兹 波 的 既 不 可 能 是 激 波 ， 也 不 可 能 是 弱 间 断 ( 稀 醇 
波 的 前 阵 面 )， 因 为 激 波 必须 相对 于 前 面 的 气体 以 超过 cs 的 速度 
运动 ， 而 弱 间 断 则 以 等 于 cs 的 速度 运动 , 于 是 二 者 都 会 赶 过 爆 兹 
波 ， 因 此 ,在 上 述 假设 下 ,在 爆 杷 波 后 方 运动 的 气体 的 速度 不 可 能 
减 小 , 即 z==0 处 的 边界 条 件 不 可 能 得 到 满足 . 

这 一 条 件 ， 只 有 在 对 应 于 华盖 特点 的 爆 友 波 上 才能 得 到 注 足 
那 时 ,vs 二 co， 于 是 跟随 在 爆 玫 波 后 面 的 是 稀 琉 波 ， 这 稀 左 波 是 当 
爆 友 开 始 时 ,在 z=0 处 形成 的 , 它 的 前 阵 面 与 爆 兹 波 重合 . 

于 是 ,我 们 得 出 一 个 重要 的 结果 : 。 
在 管道 封闭 端点 火 的 气体 中 沿 管道 传 
播 的 爆 闭 波 ， 一 定 对 应 于 儒 盖 特点 . 
相对 于 紧 随 在 波 后 的 气体 而 言 ， 爆 条 
波 以 等 于 当地 声速 的 速度 运动 。 爆 笑 
波 与 稀 苹 波 相连 接 ,而 在 稀 苹 波 中 , 气 





(b) 
体 速 度 〈 相 对 于 管 入道) 单调 地 下 降 到 .， 图 116 
零 ， 速 度 变 为 零 的 点 为 一 弱 间 断 . 器 间断 后 方 的 气体 处 于 静止 关 


态 (图 116 a). 
”现在 来 研究 由 管道 的 一 个 开口 端 向 前 传播 的 爆 帮 波 ， 在 爆 素 
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波 前 面 的 气体 的 压力 必定 等 于 原来 的 压力 ， 这 个 压力 显然 等 于 外 
界 压力 . 显而易见 ,在 这 种 情况 下 , 在 爆 徐 波 后 面 的 某 个 地 方 , 速度 
必 将 减 小 ， 假 如 在 管 端 与 爆 各 波 之 间 气 体 速度 不 变 ， 结 果 气 体 将 
会 从 管 外 被 吸 到 管道 的 开 日 端 ;但 这 是 不 可 能 的 , 由 于 爆 徐 波 中 的 
压力 增 大 ， 从 而 管内 的 气体 压力 应 当 会 大 于 外 界 的 压力 ， 根 据 与 
前 面 情 况 相同 的 理由 ， 爆 达 波 必须 对 应 于 儒 盖 特点 ， 所 形成 的 流 
动 图 象 已 在 图 116b 中 用 图 解 的 方式 表示 出 来 ， 紧 接 爆 徐 波 之 后 
的 ,是 具有 自 相似 性 的 稀 朴 波 ,稀疏 波 中 的 速度 朝 管 端的 方向 单调 
地 下 降 , 并 在 某 一 点 上 改变 符号 ， 这 表明 , 在 管 端 附近 的 气体 向 开 
口 端 运 动 ,并 流出 管道 ;气体 离开 管道 的 速度 等 于 当地 声速 ， 而 它 
的 压力 则 大 于 外 界 压 力 . 在 8 90 中 已 经 看 到 ,这 种 流动 是 可 能 的 . 

下 面 我 们 来 研究 球 对 称 的 出 射 爆 达 波 ， 它 的 中 心 是 气体 最 初 
着 火 点 (元. 5. 泽 尔 道 维 奇 ，1942). 因为 在 爆 麦 波 前 方 和 中 心 附 
近 ,气体 都 必须 处 于 静止 状态 ， 所 以 , 气体 速度 一 定 是 从 爆 奢 波 向 
中 心 方 向 减 小 的 。 与 管道 中 的 流动 一 样 ， 这 里 不 存在 具有 长 度量 
纲 的 特征 参数 ， 所 以 ,其 结果 必然 形成 自 相似 的 流动 , 只 不 过 是 坐 
标 z 要 改 为 从 中 心 起 算 的 距离 * ， 这 样 , 所 有 的 量 都 只 是 比值 7/; 
的 函数 

若是 中 心 对 称 的 流动 (9, 二 ?(7, t),2， 二 v, 一 0), 其 运动 方程 组 
如 下 .连续 方程 为 

0 


欧 拉 方 程 为 
92 ,02__19p 
at Dr . pgr 
而 焕 守恒 方程 则 为 
ds, gs __ 
-ps 
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引用 变量 £=7/1( 汪 0), 并 假设 所 有 的 量 都 只 是 5 的 函数 ,就 


得 到 
: (£—v)p'/p=v +2v/8, (122. 1) 
(E—v)v 一 2 /p, (122. 2) 
(一 0)s =0, (122. 3) 


其 中 带 搬 的 量 表示 对 上 的 导数 ， 我们 不 可 能 得 出 "= 所 因为 这 和 
第 一 个 方程 相 了 矛盾 .所 以 ,由 第 三 个 方程 得 知 s =0, 即 s = 二 常数 , 
于 是 ,我 们 可 以 写 出 : z 
: p=(9p/3p),p'=0*p', 
而 方程 (122. 2) 变 为 


把 (122. 1) 式 中 的 p'/p 代入 上 式 , 得 到 关系 式 
(和 一 2)2 0)- ; 22 - 
[= -1 = (122. 5) 


方程 (122. 4) 和 (122. 5) 不 可 能 用 解析 的 方法 积分 ， 但 这 两 方程 的 
解 的 性 质 还 是 可 以 研究 的 . 

下 面 我 们 即将 知道 ， 有 上 述 类 型 气体 流动 的 区 域 是 以 两 个 球 
面 为 边界 的 ;其 中 , 外 球面 是 爆 友 波 波 面 本 身 ， 内 球面 则 是 一 个 气 
体 速度 为 零 的 弱 间 断面 . 


首先 来 检验 在 2 等 于 零 的 点 附近 解 的 性 质 ， 容 易 看 出 , 在 v== 


0 的 点 上 ,也 有 6=c: 


ey (122.6) 


因为 当 ” 趋 于 零 时 , Iny 一 一 oo; 所 以 , 当 皇 减 小 到 问题 中 内 边界 所 
对 应 的 值 时 ,Zlny/ 好 必须 趋 于 十 co， 但 是 ,根据 (122. 5), 当 "一 0 
时 有 
dnv_ 20 _ 
dE E(B 0) 
此 表达 式 只 有 当 5&->c 时 才能 趋 于 十 co。 
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(££—WV =ep'/p. (122.4) 


F 





由 于 对 称 性 , 在 原点 的 径 向 速度 必须 为 零 ， 因 此 ,围绕 原点 有 
一 个 静止 气体 区 ;这 就 是 上 = 5 球面 内 部 的 区 域 ， 其 中 co 是 2=0 
点 的 声速. 

现在 求 式 (122. 6) 中 点 附近 函数 2(8) 的 性 质 ， 由 式 (122.5) 有 


中 | ED 
bb ;| c? 1 


就 一 阶 量 (例如 v2 ，5 一 co。 和 c 一 co) 而 言 ， 经 简单 计算 后 可 得 
5 全 (E 一 o0) 一 (E 一 oo) 一 (2 十 co 一 co)。 根据 式 (95.1) ， 我 们 有 
5 十 6 一 co 一 oo; 式 中 ou 为 一 正常 数 ， 即 一 0 时 ， 式 (95. 2) 的 值 . 
于 是 ， 我 们 得 到 下 面 关 于 二 一 ce 作为 的 函数 的 一 阶 线性 微分 
方程 : ， 
0 (一 oo) 一 (一 co 一 一 quo 
这 个 方程 的 解 为 





2 
它 以 隐 函 数 的 形式 给 出 了 v=0 点 附近 的 函数 5 
我 们 看 出 ， 内 边界 是 一 个 弱 间 断面 : 速度 连续 地 趋 近 于 零 
”9(&) 的 曲线 在 这 个 点 有 一 条 水 平 切线 (lv/d 一 0)， 这 里 的 弱 间 断 
是 异乎 寻常 的 :一 阶 导数 连续 ， 而 所 有 的 高 阶 导数 都 是 无 限 大 [由 
式 (122.7) 不 难看 出 ]. = 0 处 的 比值 >/ 显然 就 是 边界 相对 于 
气体 的 运动 速度 ;根据 (122.6) 式 , 它 等 于 当地 声速 ,这 正 是 弱 间 断 
”根据 式 (122.7), 在” 很 小 时 还 可 得 到 
é—v—C=(é—c0)—(v+c— co) 
二 Qov[1ln( 沁 数 /2) 一 1]. 
2 很 小 时 ,这 个 量 是 正 值 , 即 一 2 一 c 之 0， 我 们 将 证 明 , 差 值 (5 一 
。 308 °* 


8 一 co=aov1n (党 数 ) : : (322.7) 











2) 一 c 在 所 讨论 流 场 的 任何 点 上 都 不 能 变 号 ， 我 们 来 考 察 某 个 点 


(如 果 存 在 的 话 ), 在 该 处 ， | 
< 一 0 一 0 0 天 0. (122. 8) 
从 式 (122. 5) 可 知 , 导数 wv 在 该 后 必 为 无 限 大 ， 即 
dé __ : 
9 一 0， (122. 9) 


经 过 简单 的 计算 (利用 条 件 (122. 8) 和 (122. 9))， 可 以 证 明 二 阶 导 
数 gd?E/ dv’ 为 Efdv?= — Qoé /C09, 它 不 等 于 零 . 这 表明 ， < 作为 2 . 
的 函数 在 所 讨论 的 点 上 取 极 大 值 ， 于 是 , 函数 (8&) 只 能 在 & 小 于 
条 件 (122.8) 所 对 应 的 值 时 才能 存在 ,因而 此 值 就 是 所 讨论 区 域 的 
另 一 个 边界 ， 因 为 一 "一 只 能 在 区 域 的 边界 上 为 零 ， 并 且 。 值 
很 小 时 ,§ 一 vo 一 ce 之 0, 故 可 断定 在 区 域内 部 处 处 有 
E 一 0>c. (122. 10) 
现在 容易 看 测 , 所 讨论 流动 区 域 的 外 边界 ,事实 上 必定 是 满足 
条 件 (122.8) 的 点 . 为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 要 指出 , 差 值 7/i 一 (其 
中 的 > 是 边界 的 坐标 ) 恰 是 边界 面相 对 于 其 后 方 气体 的 速度 .然而 ， 
r/t 一 v>c 的 曲面 不 可 能 是 爆 砂 波 波 面 (这 里 必须 有 7/t 一 0<o0). 
所 以 ,我们 得 出 结论 : 所 论 区 域 的 外 边界 只 可 能 是 满足 式 (122.8) 
的 虚 ， 在 这 个 边界 面 上 ，，" 不 连续 地 下 降 到 零 ， 而 边界 面相 对 于 
紧 接 其 后 方 的 气体 的 速度 等 于 当地 声速 ， 这 表明 爆 秦 波 一 定 对 应 
于 爆 麦 绝热 线 上 的 儒 盖 特点 @. 
于 是 ， 我 们 得 到 下 述 爆 雄 的 球形 传播 的 菠 动 图 象 ， 与 管道 中 
的 爆 麦 相同 ， 球 形 爆 麦 波 一 定 对 应 于 儒 盖 特点 ， 紧 邻 爆 慈 波 后 方 
的 是 一 自 相 似 的 球面 稀 玻 波 , 在 稀 芍 波 中 气体 速度 下 降 到 零 . 下 降 
是 单调 的 ， 因 为 按照 式 (122.5)， 导 数 lo/dE 只 能 在 v=0 时 变 为 


@ 为 完整 起 见 , 我 们 指出 , "一 常数 不 是 中 心 对 称 的 运动 方 物 的 解 , 因此 , 爆 凑 波 
后 面 不 可 能 为 一 均匀 速度 区 域 
e 309 。 
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零 .， 气体 的 压力 和 密度 也 是 单 调 下 降 的 ， 因 为 按照 式 (122. 4) 和 
(122. 10), 导数 p 和 wv 总 是 具有 相同 的 符号 ， 表 示 v 对 7/t 的 函 
数 关系 的 那 条 曲线 , 在 外 边界 上 有 垂直 的 切线 [ 按 式 (122.9)]， 而 
在 内 边界 上 则 有 水 平 的 切线 (图 117)， 内 边界 为 一 弱 间断 面 , 在 该 
间断 面 附近 , ”对 7/t 的 依赖 关系 由 方程 (122.7) 给 出 .在 以 加 问 
断 为 边界 的 球 内 ， 气 体 处 于 静止 状态 。 但 是 ， 静 止 气体 的 总 质量 
是 很 小 的 (参看 $ 99 末 的 说 明 )， 

因此 , 在 已 经 讨论 过 的 自动 爆 奢 一 维 传播 的 所 有 典型 情况 , 爆 
竹 波 后 方 区 域 的 边界 条 件 给 出 了 唯一 的 爆 达 速 度 ， 这 速度 对 应 于 
儒 盖 特点 (按照 $ 121 中 的 论证 , 该 点 以 下 的 整个 爆 龙 绝热 线 应 巴 
除外 )， 在 等 截面 管道 中 , 如 要 实现 对 应 于 任 盖 特点 以 上 那 部 分 绝 
热线 的 爆 秦 @, 需要 借助 于 以 超声 速 运动 的 活塞 ， 对 燃烧 生成 物 作 
人 为 的 压缩 (参看 问题 3 ). 

但 是 ,应 当 强调 指出 ， 这 些 结论 并 不 是 普遍 适用 的 ,在 有 些 情 
况 下 ， 过 压 爆 奉 波 会 在 爆 徐 的 传播 当中 自动 地 发 生 ， 特 别 是 当 普 
通 爆 友 波 由 较 粗 的 管道 进入 较 细 的 管道 时 ， 会 形成 过 压 爆 友 波 
(B. B. 艾 瓦 佐 夫 和 条 , B. 泽 尔 道 维 奇 ，1947)， 产 生 这 种 现象 的 原 
因 是 , 当 爆 履 波 到 达 管 道 的 收缩 部 位 时 , 它 的 一 部 分 被 反射 ,因而 ， 

0 这 种 爆 翅 波 有 时 称 为 "过 压 爆 兹 ,因为 其 中 的 气体 被 压缩 到 比 对 应 于 侍 盖 特 
点 的 “正常 " 爆 北 波 是 有 更 高 的 压力 . 
. 310 . 
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从 粗 管 向 细 管 运动 的 燃烧 生成 物 ， 其 压力 将 大 大 增加 (参看 “问题 

4 

以 上 ， 我 们 完全 略 去 了 伴随 爆 铸 波 传播 而 产生 的 热 损 失 ， 如 
象 缓慢 燃烧 中 那样 , 这 些 热 损失 会 使 爆 北 无 法 传播 . 在 管道 里 的 气 
体 爆 帮 中 ， 热 损失 的 原因 ， 主 要 是 热量 通过 管 壁 的 迁移 以 及 由 麻 
擦 所 产生 的 气体 阻 沾 . 由 细 长 炸药 棒 爆 炸 所 产生 的 爆 郁 , 则 主要 受 
燃烧 生成 物 的 弥散 所 限 : 当 棱 与 燃烧 带 的 宽度 相 比 显得 太 细 时 ,一 
部 分 物质 在 反应 发 生前 就 弥散 开 来 ， 从 而 使 埋 雍 的 传播 成 为 不 可 
能 (IJO. B. 哈里 顿 , 1940). 

在 接近 爆 北 可 以 传播 的 极限 条 件 下 ， 人 们 观察 到 一 种 所 谓 螺 
旋 爆 炸 的 罕见 现象 ， 根 据 K, H. 谢 尔 金 的 研究 ， 螺 旋 爆 闵 中 沿 管 
道 传播 的 激 波 不 再 是 轴 对 称 ( 通 常 接近 于 平面 ) 型 的 ， 而 是 随 着 激 
波 沿 管道 移动 , 它 还 绕 着 管 轴 旋 转 ， 当 气体 通过 激 波 时 ,点 火 主要 
发 生 在 激 波 阵 面 上 一 个 偏心 的 且 螺 旋 式 地 移动 着 的 曲线 上 .螺旋 
爆 奈 至 今 还 没有 定量 的 理论 @. | z 


问 题 
向 题 1， 设 爆 落 波 从 管道 封 闲 端 沿 管道 传播 ， 试 确定 此 时 气体 的 流动 . 
解 : 设 爆 轰 波 相对 于 波 前 的 静止 气体 的 速度 为 v1, 其 相对 于 紧 接 波 后 的 
已 燃气 体 的 速度 为 v2, 这 两 个 速度 ,可 借助 于 公式 (121. 11) 和 (121. 12), 以 温 
度 7 表示 .vi 也 是 波 相对 于 管道 的 速度 , 所以, 波 的 坐标 是 :二 v1t。 爆 到 波 
面 上 的 燃烧 生成 物 ( 相 对 于 管道 ) 的 速度 是 2 一 22， 速 度 wz 等 于 当地 声速 . 
因为 自 相似 稀 琉 波 中 声速 与 气体 速度 "的 关系 为 
c=00 ty Do, 


我 们 有 


中 HL.B. 泽 尔 道 维 奇 曾 作 定 涝 汐 寺 和 论 (参看 Comptes Rendus de 1’ Académie 
es Sciences de L'URSS,82,147,1946). 
。3TIT 。 
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oa 一 oo 十 到 (?2 一 1) (9) — V2); 
因此 得 
00 = (Vt Dv Sy Do 
又 由 (121. 14) 式 ,而 知 强 爆 变 波 的 co 不 过 是 


ce 一 村 
“ D 1。 


县 co。 是 笑 琶 波 后 边界 的 速度 ， 在 两 个 边界 之 间 , 速 产 线 性 地 变化 (图 116a). 
间 题 2， 与 问题 1 相同 , 但 管道 的 一 端 改 为 开口 端 . 
解 : 速度 w 和 v 的 求法 与 上 题 一 样 ,所 以 co 也 相同 . 但 是 , 现在 稀 璇 波 

不 是 扩展 到 =0 的 点 ,而 是 延伸 到 管 端 (2 二 0, 图 116bj. 由 公式 (92. 5), z/# 

=v+e, 可 以 看 出 气体 以 等 于 当地 声 违 的 速度 "一 一 "流出 管 关 的 开口 端 

令 一 o=e=o 十 于 (m 一 Do 。 于是, 求 得 气体 的 流出 速度 为 


2c0 
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强 爆 竹 波 的 这 一 速度 为 v01/ (ys 十 1). 
问题 3， 与 问题 1 相同 , 但 管道 的 封闭 端 是 一 个 以 恒定 速度 可 开始 向 前 

运动 的 活塞 . 
解 : 如 果 7<<wt， 气体 中 速度 分 布 的 形 和 | 

状 如 图 118a 所 示 ， 气 体 速度 从 2/t v1 处 6 s 


的 01 一 22， 减 小 到 3/8=co 十 (vy 十 DTV/2 处 


的 V, oc。 的 值 和 前 面相 同 ， 然 后 跟随 着 一 个 | : 
气体 以 均匀 速 讼 UU 运动 的 区 域 . 


但 是 ， 如 果品 >v1, 爆 龙 波 就 不 可 能 对 
应 于 介 盖 特点 (因为 那 时 活塞 将 赶 过 它 ) . 在 图 118 
这 种 情况 下 ， 出 现 过 压 爆 盔 波 , 它 对 应 于 绝热 线 上 侍 盖 特点 上方 的 某 个 点 . 
该 点 可 由 下 述 事实 来 确定 ， 即 爆 硅 波 中 的 速度 间断 必须 等 于 活塞 速度 : 
v1 一 2; 二 0， 在 爆 讼 波 与 活塞 之 间 的 整个 区 域内 ， 气 体 以 均匀 的 速度 UU 运动 
(图 118b)， 

问题 4。 设 有 一 完全 刚性 的 壁面 ， 当 垂直 入射 的 强 平面 爆 冀 波 从 壁面 上 
反射 时 , 试 确定 壁面 上 的 压力 (K. [I. 斯 坦 纽 柯 维 奇 , 1946)， 
。，3 了 312。 
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解 : 当 爆 雄 波 入 射 到 壁面 上 时 ,就 形成 一 全 反射 油 波 ， 并 沿 着 相反 方向 
在 燃烧 生成 物 中 传播 . 未 问题 的 计算 沈 全 类 似 于 拘 8 中 的 问题 I， 使 用 相同 
的 符号 ,我 们 得 到 三 个 关系 式 : 
ps (太一 天) 一 (zs 一 22) (一 Fa)， 


Vs _ 《yz 十 1) Fs 十 (ys— Dp, 
Ve 《?2 一 1) ps 十 (pz 十 1)2s 


这 :里 , 2 比 7; 小 得 多 ， 故 略 去 2 但 2 和 ps 属于 同一 量 级 . en 
Ps 的 二 次 方程 ,并 取 大 于 ps 的 那个 正 根 , 便 有 


光世 -SI 
473 


应 当 指 出 ， 这 个 量 与 ys 几乎 无 关 ， 当 ? 从 1 变 到 co 时 ， 它 从 2.6 变化 到 
2 3, 


$ "23， 不 同 燃烧 方式 之 同 的 关系 
121 中 已 经 指出 : 爆 达 对 应 于 燃烧 过 程 的 爆 歼 纵 热 线 上 部 的 
一 些 点 ， 因 为 绝热 线 方程 只 是 质量 , 动 景 和 能 量 守 恒定 律 ( 溢 攻 于 
燃烧 气体 的 初 态 和 作坊 ) 的 结果 ,这 就 清楚 地 表明 ， 对 于 任何 可 以 
将 燃烧 带 看 成 是 菜 种 间断 面 的 其 它 它 你 烧 方 式 来 说 ， 表示 反应 生成 
物 状态 的 点 一 定 落 在 同一 条 曲线 上 现在 ， 我 们 来 说 明 则 线 其 人 
部 分 的 物理 意义 . 

法 点 (pV 图 119 上 的 点 二 引 虹 和 水 于 直线 14 和 和 4， 
又 作 绝热 线 的 两 条 切线 10 和 10'， 这 些 言 线 与 曲线 的 交点 或 切 点 
A， 4',0,0'， 将 绝热 线 分 为 五 部 分 ， 我 们 已 经 说 过 ，0 点 以 上 的 
部 分 对 应 于 爆 稳 .现在 研究 由 线 的 其 它 部 分 . 

首先 ,容易 看 出 ,线段 44 没有 物理 意义 ， 因 为 在 该 线 展 上 ， 
2 2 7s>75， 从 而 使 质量 明 量 


— /22 一 入 
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成 为 虚数 . 

在 接触 点 0 和 0' 上， 导数 2(j) /dp: 为 零 ;在 $84 中 已 经 证 
明 ， 在 这 样 的 点 上 ,vs/ cz: 一 1， 且 4d(oz/cz) [dps=0. 由 此 可 见 ,在 接 
触 点 的 上 方 ,pa/cs<<1 而 在 其 下 方 , 则 有 2a/ :>1 采用 $121 中 
对 0 点 上 部 曲线 那样 的 做 法 ， 考察 一 下 对 应 的 纺 线 与 切线 的 斜率 ， 
容易 得 出 v1 与 01 之 间 的 关系 .结果 ， 对 于 绝热 线 的 不 同 曲线 段 
有 下 列 不 等 式 成 立 : 

”0 点 以 上 部 分 w>ebom<en 
在 40 上 V1>C13 0202 一 C2， 
在 4'0” 上 21<<01， Vs< es, 
0’ 点 以 下 部 分 Vi<O1s Vs> C2. 
在 点 0 与 0' 上 , vs 二 cs。 当 趋 于 点 4 时 ， 通 量 j 趋 于 无 限 大 ， 因 
而 速度 v1, v4 也 趋 于 无 限 大 ， 但 是 ， 当 趋 于 反 4 sy 和 速度 v1， 
2 均 趋 于 零 ， 
在 $ 84 中， 我 们 曾 研究 过 激 波 相对 于 其 平面 委 直 方向 上 的 无 
限 小 位 移 的 稳定 性 .已 经 知道 ， 这 种 稳定 性 依赖 于 确定 扰动 的 参 
.314 9 


‘123. 1) 


= 区 + a hl :cdc OAR OPE SA ED SE A EE Fe et - i mT ee 人 





数 个 数 与 扰动 在 间断 面 上 所 须 满足 的 边 轩 条件 个 数 之 间 的 
关系 . : 

所 有 这 些 研究 ,都 可 以 应 用 到 这 里 所 讨论 的 间断 面 上 , 特别 是 
§ 84 中 ,图 47 表示 的 关于 扰动 参数 个 数 的 计算 ,对 式 (123. 1) 的 每 
一 种 情况 依然 是 适用 的 ， 唯 一 的 差别 是 ; 在 不 出 现 爆 黎 的 燃烧 中 ， 
传播 速度 仅 由 化 学 反应 的 性 质 以 及 从 燃烧 带 向 其 前 方 冷气 体 传 热 
的 条 件 确定 ， 这 就 表明 ， 通 过 燃烧 带 的 质量 通 量 j 是 一 个 给 定 的 
量 (更 准确 地 说 ,是 未 燃气 体 1 的 状态 的 给 定 函 数 ) ,而 在 激 波 或 爆 
秦 波 中 ,j 却 可 以 为 任何 值 ， 由 此 可 知 , 在 不 出 现 爆 徐 的 燃烧 带 间 
断面 上 , 边界 条 件 的 个 数 比 激 波 上 多 一 个 , 即 要 加 一 个 使 具有 给 
定 值 的 条 件 ， 于 是 ， 一 共有 四 个 条 件 ， 现在 可 用 § 84 中 那样 的 方 
式 断 完 ; 只 有 在 21< Cl，202 一 C2 的 情况 下 ， 间断 面 才 是 绝对 不 稳定 
的 , 它 对 应 于 绝热 线 上 0' 以 下 的 点 ， 因 此 ， 这 一 部 分 曲线 不 对 应 
于 实际 上 可 以 实现 的 任何 燃烧 方式 ， 

在 绝热 线 40' 段 上 面 ， 速 度 v 和 vs 都 是 亚 声速 的 ， 这 一 段 
对 应 于 通 党 的 缓慢 燃烧 ， 燃 烧 传播 速率 的 增 大 , 即 7 的 增 大 ,对 应 
于 从 4' 点 (这 里 j=0) 向 0' 点 的 移动 ， 当 j 充分 小 , 即 传播 速度 
z en 对 应 于 4 点 (这 里 ,Pp1 王 p2) 的 公式 (120. 5) 是 成 立 

.点 0' 对 应 于 这 种 类 型 的 “最 快 的 ”燃烧 . 我 们 将 讲 一 讲 符合 
te 

与 0 一 样 ， 点 0' 是 曲线 与 过 点 1 所 引 切 线 的 接触 点 。 所 以 ， 
只 要 适当 改变 符号 [参看 式 (121. 9) 的 脚注 ], 就 可 以 从 关于 点 0 的 
公式 (121. 8) 一 (121. 11) 直接 得 出 关于 点 0' 的 公式 .在 关于 
和 vs 的 公式 (121. 9) 和 (121. 11) 中， 我 们 改变 第 二 个 根 号 的 符号 ， 
于 是 ， 关 于 v1 一 ?4 的 表达 式 (121. 12) 的 符号 也 要 发 生变 化 .如 果 
5 取 它 的 新 值 ， 公 式 (121. 10) 的 符号 则 不 变 ， 如 果 反 应 热 很 大 (4 
汐 cu2) ,所 有 这 些 公式 都 大 大 简化 ， 这 时 得 到 

9 313 »* 





yniV 27— Dg 








Wa i 
£2 = 人 
Pi i a ty 


这 里 ,必须 作 下 列 说 明 : 我 们 已 经 知道 , 在 封闭 管内 的 缓慢 燃 
烧 中 ,在 燃烧 带 的 前 方 一 定 会 形成 激 波 当 燃 烧 传播 速度 很 大 时 ， 
这 是 一 -个 强 激 波 ， 因 此 ， 它 对 进入 燃烧 带 的 气体 状态 有 和 当 的 影 
响 ， 所 以 ,严格 地 说 , 若 令 未 燃气 体 的 状态 p!，V 保持 不 变 , 则 无 
从 研究 燃烧 方式 随 速 度 增加 的 变化 .为 了 达到 点 0'， 必须 创造 一 
种 不 形成 激 波 的 燃烧 条 件 ， 例 如 ， 可 以 在 两 端 开口 的 管道 里 实现 
”这 种 燃烧 ,这 时 , 在 管 的 后 端 有 燃烧 生成 物 不 断 排出 . 排 气 速率 必 
须 使 得 燃烧 带 保持 静止, 这 样 就 不 致 于 形成 激 波 . : 

。。 当 传 热效率 很 高 时 (例如 , 辐射 传 热 )，7 值 原则 上 可 以 超过 点 
0' 所 对 应 的 值 ， 这 样 形成 的 燃烧 方式 必须 对 应 于 绝热 线 40 段 上 
的 点 ,因为 根据 与 爆 徐 相同 的 理由 ， 对 应 于 点 0 上 方 的 燃烧 ， 一 般 
说 来 是 不 会 自动 产生 的 . 

通常 的 缓慢 燃烧 可 以 自动 地 变 为 爆 态 这 种 转变 是 由 于 火焰 
”的 加 速 而 产生 的 ,而 火焰 的 加 速 又 引起 其 前 方 激 波 强度 的 增加 , 直 
到 激 波 变 得 足够 强 ， 以 致 能 把 道 过 它 的 气体 点 燃 。 这 种 火焰 自动 
ga 管 壁 引起 的 火焰 淇 化 可 能 是 重要 起 因 (K. 
N. 谢 尔 金 )， 也 可 能 是 由 于 气体 与 管 壁 相 摩擦 而 使 火焰 阵 面 村 
A 6. 泽 尔 道 维 奇 )， 
” 录 后 ,不 妨 提请 注意 : 在 对 应 于 绝热 线 上 部 和 下 部 的 燃烧 方式 
之 间 , 除 了 不 等 式 (123, 1) 所 包含 的 差别 之 外 ， 还 存在 着 下 述 具 有 
普遍 性 的 差别 ， 在 4 点 之 上 , psp ,» 了 < vs. 就 是 说 ， 反 
应 生成 物 的 压力 与 密度 大 于 原来 气体 的 压力 与 密度 ， 并 且 在 燃烧 
阵 面 之 后 以 速度 v1 一 v; 运动 。 但 是 ,在 点 4 以 下 的 区 域内 ， 木 等 
号 应 反 过 来 : ?2<<p， 拓 全 Pb v2 >V1, 即 燃烧 生成 物 不 如 原 气体 
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§ 124. 凝结 间断 

在 爆 歼 波 和 所 谓 凝 结 间 断 之 间 , 存在 着 形式 上 的 相似 性 ;凝结 
间断 发 生 在 (例如 ) 含 有 过 饱和 水 燕 气 的 气流 中 .间断 是 节气 在 一 
“个 非常 效 窗 的 区 域内 非常 迅速 地 突然 族 结 的 结果 ， 恋 区 域 可 以 看 

成 是 分 隔 原 来 气体 与 含有 凝结 下沙 气田 ) 的 气体 的 一 个 间断 面 ( 即 
疾 结 吉 间 断 ). 应 当 着 重 指出 的 是 ， 凝结 间断 是 一 种 独特 的 物理 现 
象 ,并 不 是 由 于 气体 经 过 普通 激 波 的 压缩 而 产生 的 ;普通 激 波 的 压 
" 缩 效 应 不 可 能 导致 蜂 结 ， 因 为 激 波 中 压力 增 大 对 过 饱和 度 的 影响 
小 于 湿 度 升 高 的 影响 ，C.3. 别 连 基 (1945) 最 先 从 理论 上 对 凝结 
间断 进行 了 研究 . 

与 炊 烧 类 似 ， 燕 汽 凝 结 是 一 种 放 热 过 程 。 人 们 以 每 单位 质量 
气体 中 藻 汽 在 凝结 时 所 释放 的 热量 表示 反应 热 9D. 对 于 未 凝结 
原始 气体 的 给 定 状态 pl，F 来 说 ， 将 ps 表示 为 V 的 函数 的 凝结 
绝热 线 ， 具 有 与 图 119 中 所 示 的 燃烧 绝热 线 相同 的 形状 .对 于 凝 
结 绝热 线 上 各 个 不 同 部 分 来 说 , 间 上 类 面 传播 速度 wy zs 与 声速 cu 
cs 之 间 的 关系 ， 由 不 等 式 (123. 1) 确定 ， 但 并 不 是 不 等 式 (123. 1) 
所 列举 的 四 种 情况 都 有 可 能 实际 发 生 . 

首先 , 产生 的 问题 是 , 凝结 各 汤 对 于 治 该 间 业 而 秋 直 方向 上 的 
”小 扰动 是 否 稳定 ， 在 这 方面 ， 凝 结 间断 的 性 质 与 燃烧 带 的 性 质 完 
全 类 似 ， 我 们 已 经 知道 ($ 123), 在 稳定 性 方面 ， 燃 烧 带 与 普 道 激 
波 有 差别 ,因为 燃烧 面 上 存在 一 个 必须 满足 的 附加 条 件 ( 通 量 j 具 
”有 给 定 的 值 )， 人 在 凝结 间断 的 情况 下 , 也 有 一 个 附加 条 件 ; 间断 前 





严格 说 来 ,这 反应 热 g 并 不 启 是 通常 所 说 的 凝结 潜 热 ， 因 为 在 凝结 带 中 所 发 
生 的 过 程 不 只 是 燕 气 的 竺 温 凝 结 , 而 且 一 般 还 有 气体 温度 的 变化 . 但 是 ， 如 果 过 饱和 
庶 不 是 太 小 (这 一 条 件 通 常 是 得 到 满足 的 )， 这 种 差别 是 无 关 紧 要 的 . 
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方 气体 1 的 热力 学 # 状 坊 必 须 足 攻 汽 开始 迅速 蜂 结 的 状态 0 执 此 ， 
立刻 可 以 断定 , 点 0' 以 下 的 整个 绝热 线 , 即 1 过 01,v:>>cs 的 那 一 
部 分 , 应当 予以 排除 , 因为 , 它 不 对 应 于 稳定 的 间断 面 . 

不 难看 出 ,满足 ?1 这 01, vs 二 cs 的 对 应 于 点 0 以 上 部 分 的 间断 ， 
实际 上 也 是 不 可 能 发 生 的 . 这 样 的 间断 面 ,应 当 是 相对 于 其 前 方 的 
气体 而 以 超声 速 速度 运动 ， 因 而 它 的 存在 不 会 影响 前 方 气体 的 状 
态 ， 于 是 ,间断 一 定 会 在 某 个 由 流动 条 件 确定 的 曲面 上 形成 ,也 就 
是 说 ， 在 这 个 曲面 上 应 当 满 足 连 续 流动 中 快速 凝结 开始 出 现 所 必 
圳 具备 的 条 件 ， 另 一 方面 ， 在 此 情况 下 间断 面相 对 其 后 方 气体 的 
速度 应 当 是 亚 声 速 的 ;而 一 般 说 来 , 亚 声速 流 的 方程 不 存在 这 样 的 
解 : 它 要 求 在 一 个 给 定 的 曲面 上 ,所 有 的 量 取 规定 的 值 @. 
因此 ,只 可 能 有 两 种 业 型 的 凝结 间断 : (1) 超声 速 间断 (绝热 
线 的 40 段 ), 它 有 加 
vi>ow 02> 6s, p> pi Vs <V, (124.1) 
疑 结 时 包含 着 压缩 ;2) 亚 声速 间断 (绝热 线 的 4'0' 段 )， 它 有 

V1 <e1s 02 062, p2 <p1s Vs> Vi (124.2) 
凝结 时 包含 着 稀疏 。 
沿 着 4'0' 段 ， 通 量 值 7 从 4'( 这 里 j=0) 到 0 单调 地 增加 ， 
而 沿 着 40 段 , 则 从 4( 这 里 了 =co) 到 0 单调 地 减少 ， 在 对 应 于 点 
0 与 点 0' 的 j 值 间 的 范围 (对 应 于 速度 v1 一 jy! 具有 相应 值 的 某 
一 范围 ) 内 是 “禁区 ,在 此 范围 内 ， 不 可 能 产生 上 凝结 间断， 凝结 燕 
和 .所 以 ,我 们 可 以 


中 这 一 条 件 给 出 了 气体 1 的 压力 与 2 : 度 的 关系 。 
”四 类似 的 推论 对 合 速度 wm (zcs 垂直 于 间断 面 的 分 量 ) 为 超声 速 的 情况 也 适 
用 ， 

为 避免 误解 , 必 必须 指出 ， 实际 上 可 以 由 一 个 具有 Vi >C1 V2 603 的 真正 凝结 吉 间 断 ， 
紧 接 一 个 产生 亚 声 速 流 的 激 波 ,来 模拟 具有 wa>clpz< cs i 
产生 流动 的 表面 形状 满足 一 定 的 条 件 时 )， 
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将 气体 1 和 气体 2 两 者 都 看 成 是 理想 气体 ; 由 于 同样 的 理由 ,两 种 
气体 的 比 热 可 以 假 i 或 相等 ， 这样, 点 OO 的 v1 值 就 由 公式 (121. 9) 
确定 ， 而 点 0' 的 入 值 可 由 将 第 二 根 式 改变 符号 的 同一 公式 确定 ， 
设 V1 二 7 三 ?和 c? 二 p(y 一 1)cs7T, 我们 求 得 禁区 的 v1 值 为 


< CE 二 本 
Vet Dy Do 








1 
eliiy Det /ty Dg (124.3) 


假设 /ci<i, 试 确定 凝结 间断 中 压力 比 Pz/Di 的 极限 值 . 

解 :在线 结 绝热 线 的 40' 段 上 (图 119)，, 比值 /pr 从 0' 到 4' 单调 地 - 
增 大 , 取 此 范围 内 的 值 为 
(十 De 多 | 

在 40 段 上 , 这- -比值 从 4 向 O 增 大 , 取 此 范围 内 的 值 为 


?() 一 1)9 22 ,, /2(y-1)g 
1 二 -一 乏 二 委 1 十 
cj Pp (y+ le 
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第 十 五 章 ， 相 对 论 流体 动力 学 


$ 125， 能 量 - 动 香 张 量 
”相对 论 流体 运动 方程 的 建立 具有 十 分 重要 的 意义 .考虑 相对 

论 效应 之 所 以 必要 , 不仅 是 由 于 流体 的 宏观 运动 速度 可 以 很 大 (与 
光速 相 比 ) ,而且 也 是 由 于 流体 中 粒子 的 微观 运 落 速 度 很 大 ， 这 首 
理 以 后 会 明白 . 

首先 必须 确定 运动 流体 能 景 -动量 四 维 张 量 Pr 的 形式 9. 通 
过 物体 面 元 4f 的 动量 通 量 就 是 作用 在 该 面 元 上 的 力 . 因而 Zood14 
是 作用 在 面 元 上 的 力 的 % 分 量 @， 我 们 来 考虑 流体 中 某 个 体 元 ， 
并 采用 这 样 的 参考 系 , 即 该 体 元 在 这 个 参考 系 中 是 静止 的 (“ 回 有 ” 
系 )， 在 这 样 的 参考 系 中 ,帕斯卡 定律 成 立 ; 流体 的 给 定 部 分 所 承 
受 的 压力 在 各 个 方向 上 都 大 小 相同 , 且 垂 直 于 它 所 作用 的 面积 . 因 
此 ,我 们 可 写 出 了 sdf* 一 pdjfs, 由 此 得 四 了 一 29gop. 

对 于 在 向 有 系 中 的 给 定 体 元 , 表示 动量 通 量 密度 的 分 量 po。 为 
零 ， 分 量 ?ww 是 流体 的 固有 内 能 密度 , 本 章 中 用 。 表示 . 


QD 本章 中 的 符号 与 The Classical Theory of Fields, Addison-Wesley, Press, 
Cambridge(Mass. ), 1951( 中 译本 : J 朗 道 ,BE.M.， 冻 上 络 席 兹 著 ,< 场 论 >, 任 朗 、 走 
炳 南 译 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1969)。 第 十 和 十 一 章 中 所 用 的 符号 相同 ， 拉 丁字 母 坠 标 
2 87 取 值 0, 1, 2,3; CQ 一 CH 为 实时 坐标 。 第 腾 字 母 附 款 0, b, ?… 取 值 1, 2,3。 度 
规 张 量 由 间隔 的 表达 式 一 Qs 一 gsirdrxidzr* 给 出 , giz 的 佑 利 路 值 为 g11 = 一 gs 二 gss 二 1,9。 
=— — 1 
四 请 记 住 ,在 伯 利 略 坐标 中 ,To 二 T= 一 TI 是 能 是 党 度 ,而 PP/e= 一 Tos/e= 
To jc 是 动量 分 量 歼 度 ; 量 了 wo=7 ”= 组 成 动量 通 证 密度 张 量 ， 

@) ”我 们 把 所 有 的 表达 式 部 守成 协 变形 式 , 因为 当 存 在 引力 场 时 ， 即 在 广义 相对 
论 中 , 我 们 将 用 这 种 形式 . 
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于 是 在 固有 竣 中 ,给 定 的 那 部 分 流体 的 能 量 -动量 张 量 为 - 


D 0 0 0 

0 2 0 0 
人 一 | 125.1 
a 0 i ; ( ) 

10 0 0 ee 


现在 不 难 求 得 任 一 参考 系 中 能 量 - 动 量 张 量 的 表达 式 ， 为 此 ， 
我 们 引进 流体 四 维 速度 www， 在 有 关 的 体 元 的 固有 系 中 ， 内 维 速 度 
分 量 为 w* 一 0,4w 二 1。Tis 的 表达 式 为 
有 人 一 2020 + p98 a (125.2) 
在 上 述 4 值 下 , 它 化 为 (125. 1) 式 ,这 里 w=e 十 p ts 
烩 上 中， 这 就 是 所 要 求 的 能 量 - 动 量 张 量 的 表达 式 . 1 
= Pi 是 是 


WwWvabp 


1g 一 一 一 和 二- 
RE 


a 了 
-ol yy (125. 3) 


+ POsps 


韭 相 对 论 的 情形 ， 是 指 流体 速度 很 小 (v<c) 而 且 流 体 粒子 的 
内 部 (微观 ) 运 动 速度 很 小 的 那 种 情形 ， 应 记 住 ， 在 过 渡 到 极限 情 ” 
形 时 ， 相 对 论 内 能 e 包含 着 流体 粒子 的 静止 能 量 zmc*(m_ 是 单个 
粒子 的 静止 质量 ) ”还 应 记 住 ， 粒 子 密度 % 是 指 单位 固有 体积 的 
量 ;但 在 非 相对 论 的 表达 式 中 ,能 量 密度 是 指 实验 室 参 考 系 中 单位 

@ 在 本 章 的 所 有 公式 中 , 各 个 热力 学 量 ， ee 
较 有 系 中 的 值 。 诸 如 内 能 , 烩 和 和 焕 舌 这 样 的 量 ， 都 是 臣 指 单位 固有 体积 的 量 ， 并 分 别 用 
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体积 的 量 ， 有 关 的 流体 元 在 这 种 参考 系 中 是 运动 的 ， 所 以 在 极限 
情况 下 , 应 作 代 换 
.21X 一 > 1 一 所 ~ p 一 于 poze?， 
式 中 , p 为 通常 的 非 相 对 论 的 质量 密度 ， 非 相对 论 的 能 量 密度 p 
和 压力 ,与 pc: 相 比 都 是 小 量 . J 
于 是 我 们 得 到 To 的 极限 值 为 pe* 十 pe 十 亏 Pv?, 就 是 说 , 它 为 
pe* 加 上 非 相对 论 的 能 量 密度 . 张 景 Zu 所 对 应 的 极限 形式 是 
pvavs 十 pP6as， 即 它 应 与 在 $7 中 记 作 TE 的 动量 通 量 密度 的 普通 
表达 式 相 同 . 加 
相对 论 的 动量 通 量 密度 一 二 Tuo 同 时 又 是 能 量 通 量 密度 ( 除 以 
c*)， 但 在 非 相对 论 的 极限 情形 下 ,这 个 简单 关系 不 再 成 立 ， 这 是 
由 于 非 相 对 论 的 能 量 并 不 包括 静止 能 量 ， 事 实 上 ,我们 有 
-二 ad 兰 po 十 如 ( pe 十 ?十 于 po) 
由 此 可 见 ,动量 密度 的 极限 值 恰好 为 py。， 这 是 理所当然 的 ; 关于 
能 量 通 量 密 度 -一 cZ。w 在 略 去 项 pczo。 后 ,我 们 有 表达 式 (pe 十 Pp 十 
言 Pv”)ve 这 与 $6 中 所 得 结果 一 到 


§ 126， 相 对 论 流体 动力 学 方程 
运动 方程 包含 在 
oT - (126. 1) 
之 中 ,上 式 表 示 张 量 Ts 所 在 物理 系统 的 能 量 和 动量 的 守恒 律 . 利 
用 Tws 的 表达 式 (125. 2), 可 得 流体 运动 方程 但 还 必须 利用 不 包 


含 在 (126. 1) 之 中 的 粒子 数 和 守恒 律 ， 
。322。 





我 们 来 推 二 入 达 流 体 的 粒子 数 守恒 的 连续 方程 。 为 二 ， 利 用 
粒子 通 量 四 维 矢 量 好 ， 其 时 间 分 量 是 粒子 的 数 密度 ， 而 三 个 法 间 
分 量 则 形成 三 维 粒 子 通 量 矢量 . 显然 , 四 维 矢量 n! 应 与 四 维 速度 
wu! 成 正比 ;所 以 | : 

了 NU (126. 2) 
这 里 % 为 标量 ;由 % 的 定义 可 明显 着 由 ,这个 标量 就 是 下 述 这 种 参 
ee ee 
的 中. 0 


(RU) 
2 0. | 2 
a 2 (126. 3) 


ee 1). ee 表达 式 (125. 2) 
进行 微分 , 我 们 得 US 
ued 22 0, (126. 4) 








DT gs 9 (wu’) 
Dr* i ax [9 TDx k | aor’ 


用 w' 乘 这 个 方程 , 即 把 它 投影 到 四 维 速 度 的 方向 上 去 .因为 wx 
= 一 记 iug 一 0 所 以 得 





我 们 可 以 把 这 个 方程 改写 为 


(Oo 1 onut— 
Sn ) er 


再 利用 连续 方程 (126. 3)， 便 得 





@@.， 在 很 高 的 温度 下 , 物质 里 面 可 能 会 形成 新 的 粒子 (例如 电子 偶 ), .所 以 各 种 粒 
子 的 总 数 要 发 生变 化 。 在 这 种 情况 下 ,n 必须 理解 为 (例如 ) 所 有 的 电子 候 视 灌 没 以 所 
剩 下 的 电子 数 .， 

图 “请 对 照 电 动力 学 中 的 连续 方程 (Tie Classical Tieory of Fields, $4-4) 
(中 译本 : 工区 朗 道 ,也 .ML. 栗 弗 席 兹 著 ,《 场 论 > 汪 朗 、 装 炳 南 译 ， 人 民 殖 二 出 版 社 ， 
1969, $28). 
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bl 9 /w\ 1 397) 

| )- n xe) z 
不 过 ,1/n 为 物质 的 分 子 比 容 ,而 w/n 为 物质 每 个 粒子 的 痊 ， 所 以 
由 热力 学 恒等式 d( 也 9 op Td( 所)( 此 式 中 ， 是 温度 ,而 0 是 


每 单位 固有 体积 的 炉 ), 有 n7w'32#( 儿 )=0, 或 


£(F)=0 : (126. 5) 
这 里 , 导数 是 沿 给 定 流体 元 的 世界 线 取 的 . 
利用 连续 方程 (126. 3)， 方程 (126. 5) 也 可 写成 炳 通 量 ow 的 
四 维 散 度 等 于 零 的 形式 : SO 
(ow) 0. (126.6) 


Bz! | 
这 两 个 方程 表明 流动 是 绝热 的 ;能量 - 动量 张 量 (125. 2) 并 未 考虑 


内 摩擦 和 导热 过 程 , 就 是 说 , 我 们 考虑 的 是 理想 流体 . 
现在 ,我 们 把 方程 (126. 1) 投 影 到 重 直 于 的 方向 上 . 矢量 2 

的 这 一 投影 最 然 等 于 92 二 wu “3 此 式 与 后 的 标 积 等 于 零 . 经 
简单 计算 后 , 可 得 方程 
ii _ 9p rs9p oe 
De 一 2 MF (126.7) 
这 个 方程 的 三 个 空间 分 量 是 欧 拉 方 程 的 相对 论 推 广 (时 间 分 量 是 
其 它 三 个 分 量 的 推论 ). 

作为 有 意义 的 应 用 ， 我 们 来 研究 具有 相对 论 状态 方程 的 物质 
( 即 其 中 压力 与 包括 静止 能 量 的 内 能 密度 是 可 以 相 比较 的 ) 中 声音 
的 传播 ， 声 波 的 流体 动力 学 方程 可 以 线 化 ; 从 运动 方程 的 最 初 形 
式 (126. 1) 出 发 较为 方便 ,而 不 从 它 的 等 价 形式 (126. 6)、(126. 7) 
1 发 ， 将 能 量 -动量 张 曙 分 量 的 表达 式 (125. 3) 代 入 (126. D), 且 仅 
。324 。 


.wu 





保留 与 波幅 为 同 阶 小 量 的 项 ,我 们 得 方程 
: 2e _ jy.wv, 迪 列 = 一 Va， sD. 3) 





这 里 带 一 撒 的 表示 读 量 的 可 变 部 分 ， 消 去 2， 即 得 9.6 0A, 
最 后 ， 令 一 ( 32 p' ,可 得 了 的 波动 方程 ,起 中 声速 为 


6 2) ， ; : (126.9) 
a 有 
这 里 下 标 “绝热 是 指 在 绝热 过 程 ， 即 指 在 /az 不 变 的 过 程 中 取 导 
数 .这 个 公式 与 相应 的 非 相 对 论 表 达 式 的 区 别 , 在 于 这 里 用 e/c? 
代替 了 质量 密度 . 加 
在 超 相 对 论 情况 下 ， 任何 物质 的 状态 方程 均 为 p= 因而 六 


速 为 4= ec/V3, 其 大 小 为 光速 的 V3 分 之 一 . 

最 后 ， 我 们 简要 地 讨论 有 引力 场 情况 下 的 流体 动力 学 方程 只 
要 将 方程 (126. 6) 和 (126. 7) 中 的 普通 导数 换 成 众 变 导数 ， 
人 


Ds :29 站 6. 
WU 一 Wi (Ou') ,1=0, (12 10) 


由 这 些 方程 可 以 导出 引力 场 中 的 力学 平衡 条 件 ， 在 平衡 情 况 
下 ,引力 场 是 静止 场 ; 我们 取 一 个 参考 系 ， 使 物质 在 其 中 是 静止 的 
(w*=0, 如 一 ~ 一 -一 ), 所 有 的 量 均 与 时 间 无 关 ， 而 度 规 张 量 的 混 


合 分 量 为 零 (9go* 王 0). 因而 方程 (126. 10) 的 空间 分 量 给 ; 


Ee 0 工人 eg 9p 
wi 0 to 一 3 goo gz° Dx" 








或 





1 9 z 9 -一 -一 一 

a SE , 126. 11 

说 了 3 800 ( ) 
* 325% 





这 就 是 所 要 求 的 平衡 方程 ， 在 非 相 对 论 的 极限 情调 下 ，2 苦 0c2， 
一 go 王 1 十 2971c2(9 为 牛顿 引力 势 ), 因而 方程 (126. 11) 变 为 Vp== 
一 pV$, 即 普通 的 流体 静 力学 方程 . 


: 回 题 
问题 1， 碟 求 描述 … 维 韭 定常 简单 波 的 相对 论 流体 动力 学 方程 的 解 
解 : 在 简单 波 中 ， 所 有 的 量 都 可 表示 成 这 些 量 中 其 它 任 一 个 量 的 函数 


(参看 8$94)， 把 运动 方程 写成 下 列 形式 : 


Dr 4 a oFor 
cat coast. 0, ca2t 


并 务虚 到 Poo Tu, Ti es 我 们 得 
z dTwdT = (AT). 3 

这 里 ;应 把 P06 二 e 吉 二 和 人 P04 一 wuotss TP 一 eu 十 pu? 代 大 上 式 ， 并 利用 六 

一 43 一 一 1 为 方便 起 见 ， 引 1 进 足 ‘以 使 ww 二 coshn 和 | 成 立 的 参 才 

7; 得 4 


dy 


aretgh 一 二 二 ree, (2) 
式 中 ,4 是 声速 ， 其 次 , 由 (1) 得 : 
2z ATo 
28 CT 
计算 这 个 导数 ,最 后 得 出 
一 +f C0). 8 ‘(3) 


公式 (2) 和 (3) 就 是 所 要 求 的 解 . 
问题 2， 试 求 伯 努 利 方程 的 相对 论 推 广 . 
解 ， 在 定常 流动 中 ， 所 有 的 量 均 与 时 间 无 关 ， 方 程 (126.7) 的 空间 分 量 . 
为 








Te re (Vp). 


用 of/n 乘 这 些 方程 求 标 积 ， 并 利用 在 等 炳 o/n 情况 下 的 关系 式 d(Ce/) = 
.326 。 








由 此 可 知 , 沿 任 -一流 线 ,县 
w /fo 
=/ Up 
保持 为 常数 。 当 ve 时 , 这 就 变 成 普通 的 伯 努 利 方程 : 
pp, 1,:.. 
mp 常数 . 
问题 3， 试 束 势 流 的 相对 论 推 广 (H. M. 蛤 拉 特 尼 可 夫 , 1954)。 
解 : 笠 炉 流动 时 , o/% 二 常数 ,因而 


2 = 吉 ( 划 )- 广 总 =0 
7H Gri\N/ RIT 


”于 是 运动 方程 (126.7) 变 为 


或 - Wty —0, 这 里， 
9/w 2 /w 

人 (2 we ee 

这 个 方程 对 应 于 势 流 的 解 就 是 那些 满足 Ds 的 解 , 即 


w, 了 
2 


:着 非 相对 论 的 极限 情况 下 ,此 式 给 出 普通 的 热流 条 件 : 妨 一 26 12z4. 


若是 定常 流动 ,由 (1) 得 伯 努 利 方程 : 在 整个 流 场 申 ao/n 一 常数 
习题 《， 试 求 相 对 论 流 体 动力 学 中 的 激 波 绝热 方程 和 激 波 前 后 气体 速 


度 前 公式 (A. 日 , 陶 伯 , 1948). 


证， 我们 采用 这 样 一 种 参考 系 来 研究 癌 汤面 ， 令 同 断 面 在 谈 参 考 系 中 
是 静 出 的， 江 取 2 轴 (z 轴 ) 重 直 于 间断 平面 ， 即 冶 气 体 弟 度 的 益 向 ， 能 量 ， 


和 动量 通 量 密度 的 连续 条 件 为 
he s —— wb ss, 、 
一 [c7Tuz] 一 cLiwwowz ] | i 


ce: 





《1) 


r+ 327 + 


on 





[7 。] 一 [wu +p] = -| 5 z+?|= 0. 《2) 


i 
sinhg, J i ,3 


(7p,— Pp1) (ez 十 2 (ei Fp) (ps— P71) (ei 7,) (3) 
(es—e1) (ett pe) (el 十 Zr)“ (ez 一 1) (e: 十 gr) “ 


里 下 村 1 和 2 表示 对 应 季 问 遇 面 两 人 的 且 两 侧 气 体 的 相对 速度 由 相对 
0 








.V1—— V2 (2?2: 一 Zi(e: 一 el) . 
ed DY 4 RE 4 4 
V13 1 iva (el 十 ?2) (ez 十 BID) 
ci 


在 非 相对 论 的 极限 情况 下 、， 邻 :e 宇 me’n 二 c?/JV(V 是 比 容 )，? 与 e 比较 可 赂 
去 .于 是 ,公式 (3) 和 (4) 变 成 (82. 6) 和 (82.7)。 在 超 相对 论 情况 下 ,? 一 /3， 
由 式 (3) 得 


v1 < 3e8: 十 el Vs 3e1-+ es, 


一 一 一 


5 V3l3erfes)’ o V3(3este) ， 
随 着 激 波 强度 之 增加 (es->o0),v! 趋 于 光速 c, 而 w 趋 于 c/3. 
为 了 求 得 激 波 绝热 方程 , 除 (1), (2) 外 ,还 要 补充 以 粒子 通 量 密度 的 连续 
条 件 : 








[nis] = NT i 汪 9. 
eV1—? 
从 (1)， ee 个 速度 ， 戎 得 所 要 求 的 方程 : 
一 一 2 二 (22 一 2 ) ww 一 0 (6) 


人 可 下 法 个 人 (2 9).。 


§ 127. 耗 散 过 程 的 相对 论 方程 
有 耗 散 过 程 (粘性 和 导热 ) 的 相对 论 流体 动力 学 方程 的 建立 ， 
可 归结 为 能 量 -动量 张 报 和 粒子 通 量 密度 矢量 中 那些 附加 项 的 形 
式 的 确定 。 兹 分 别 用 zt 和 2 来 表示 这 些 项 ,可 写 出 
Tog =p9irt Wasdup tt Tsk? (127.1) 
。328 ， 


ep er 6 





Ri = NU pi (127.2) 


运动 方程 仍然 包含 在 下 式 之 中 : 
224 _ gn’ _ 
0 


但 首先 必须 更 仔细 讨论 速度 u! 本 身 的 购 念 ， 在 相对 论 力 学 
中 , 能量 通 量 必定 与 质量 通 量 有 联系 ， 因 而 ， 当 有 (例如 ) 热 通 量 
时 ， 用 质量 通 量 密度 定义 的 速度 〈 像 在 非 相对 论 流体 动力 学 中 
样 ) 就 没有 直接 的 意义 ， 现 在， 我 们 按 以 下 条 件 来 定义 速度 : 
在 任 一 给 定 流 体 元 的 固有 系 中 ， 这 个 流体 元 的 动量 为 性 ， 而 它 的 
能 量 可 通过 其 它 热力 学 量 人 
情形 用 的 相同 ， 这 就 是 说 ， 在 固有 系 中 ， 张 量 tis 的 分 量 roo 和 
roa 为 零 ; 因 为 在 这 种 参考 系 中 还 有 w=0, 于 是 ,我 们 得 到 外 (在 全 
参考 系 中 ) 的 张 量 方程 为 


Tie 一 0. (127. 3) 
对 于 矢量 vi, 类 似 的 关系 
pu'=0 ; (127. 4) 


必定 成 立 , 因为 按 定义 ， 在 固有 的 分 量 
20 必须 等 于 粒子 数 密度 . 
根据 焙 增 定律 的 要 求 , 可 以 确立 所 要 求 的 张 量 ris 和 矢量 v; 的 
形式 . 这 个 定律 应 包含 在 运动 方程 之 中 (其 方法 , 与 $2 中 根据 这 些 
”方程 求 理想 流体 的 等 炉 条 件 时 所 用 方法 一 样 )， 通 过 1 简单 的 变换 ， 
利用 连续 方程 , 容易 求 得 方程 
2 一 一 了 To 2 (ow')+ hk wi 


式 中 ,4 = 二 (w 一 To)/n 是 相对 论 的 化 学 势 。 最 后 后 , 利用 关系 式 (127. 
3), 可 将 这 个 方程 改写 为 


; DAN TD 
rou = | 2 -一 一 人 六 (条 Se 3 (127; 5) 
2 





扩 边 的 表达 式 应 是 炳 通 量 的 四 维 散 度 ， 而 右边 的 表达 式 应 是 
由 花 小 过 程 引起 的 炳 的 增加 ， 于 是 , 炉 通 量 密度 四 维 矢量 为 
of 一 一 万 (127. 6) 
而 rsx 包 v' 应 是 速度 梯度 和 热力 学 量 的 线性 函数 ,这 样 ,使 得 方程 
127.5) 的 右边 一 定 是 正 的 。 这 个 条 件 ,连同 方程 (127. 3) 和 (127. 
， 戌 旺 一 确定 了 四 维 张 量 ri 和 四 维 矢量 六 的 形式 : 


Tsk = 一 中 3 和 十 at 刁 5 二 二 239 3 





一 (3 LOgaTaat) (127.7) 
一 一 上 (如 到 ) | EE 条) 二 ww 9 吉 ( 委 )| (127.8) 


0 
六 里 , 7 和 5 是 两 个 粘性 系数 , k 是 执导 率 ， 其 定义 与 非 相 对 论 中 
的 定义 相符 . 
特别 是 ， 纯 导热 对 应 地 没有 粒子 通 量 时 的 能 量 通 量 没有 粒 
子 通 量 的 条 件 是 We 十 交 三 六 因 别 ， 在 保留 梯度 一 阶 项 的 范围 内 ， 
沱 量 通 量 密度 为 


2 
cw KnT 
cTY = cwu ,= 一 kt 


ps I we 因 
了 Ww dcx” ( 妇 





3 用 热力 学 恒等式 
jf 1 
级 条 a tar 


我 们 求 得 能 量 通 量 为 
| VT—2 Vp | 


可 以 看 出 , 在 相对 论 导 基 的 情况 下 , 热 通 量 不 是 简单 地 与 温 . 度 梯度 
六 正比 ,而 是 与 温度 梯度 积压 梯度 的 某 个 组 合成 正比 ， 





第 十 六 章 ” 超 流体 动力 学 


$ 128， 超 流体 的 基本 性 质 


当 温 度 接 近 于 绝对 温度 时 , 在 流体 的 性 质 中 , 量子 效应 开始 显 
得 重要 了 ， 在 自然 界 中 ,只 有 一 种 物质 在 绝对 零度 时 仍旧 是 流体 ， 
那 就 是 毛 ; 所 有 的 其 余 流体 ， 远 在 量子 效应 变 得 显著 之 前 就 凝固 
了 .在 温度 为 2.19K 时 ,液态 氮 有 一 个 4 点 (第 二 类 相 变 ); 在 温度 
低 于 该 点 温度 时 , 液态 氨 ( 氨 11) 有 许多 异常 的 性 质 ， 其 中 最 重要 
的 性 质 是 1938 年 由 IT, I. 卡 皮 查 发 现 的 超 流动 性 ， 这 是 这 样 一 
种 性 质 ， 即 流体 在 狭窄 的 毛细 管 或 儿孙 中 流动 时 ， 并 不 呈现 粘 
性 @Q. 

A1. 工 . 朗 道 (1941) 建 立 了 超 流 体 的 理论 ， 本 章 将 要 讨论 的 ,只 
是 宏观 描述 超 流体 动力 学 性 质 的 那 部 分 理论 ， 

氨 II 的 动力 学 基础 是 下 述 微观 理论 的 基本 结果 @. 当 温 度 
不 等 于 零 时 , 氨 【I 宛如 两 种 不 同 液体 的 混合 物 ， 其 中 一 种 是 超 流 
体 ， 在 沿 固 改 运动 时 不 呈现 出 任何 粘性 ， 另 一 种 则 是 正常 的 粘性 
流体 ， 非 常 重要 的 是 ; 在 这 两 部 分 流体 的 相对 运动 中 ,它们 之 间 不 
出 现 摩擦 力 , 即 动量 没有 从 一 种 流体 转移 给 另 一 种 流体 . 

但 是 ,应 该 很 明确 地 指出 ,之 所 以 把 液体 当 作 正 常 部 分 和 超 流 
体 部 分 混合 物 来 考虑 ， 不 过 是 为 了 对 那 量子 效应 显得 较为 重要 的 


DD 只 有 一 种 氨 的 同位 隶 Het 是 超 流 体 ， 液 态 同位 素 He 不 能 成 为 超 流体 . 
团 参看 Siatistical Physics, Pergamon Press, London,1958, $66,$67( 中 译 
本 : 工 互 . 朗 道 , 卫 . M. 末 弗 席 兹 著 ,< 统 计 物 理学 >, 杨 襄 恺 译 ， 人 民 教育 出 版 社 , 1979， 
§66,867), 
。 331* 
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流体 所 产生 的 现象 能 有 一 种 方便 的 描述 ， 有 如 以 经 典 术 语 对 量子 
现象 所 作 的 描述 一 样 , 这 种 描述 并 非 完全 适用 的 ， 实 际 上 应 该 说 ， 
像 氮 II 这 样 的 量子 流体 ,能 够 同时 进行 两 种 运动 ， 每 一 种 运动 都 
有 它 自己 的 “有 效 质 量 "(两 种 有 效 质 量 之 和 等 于 流体 的 总 质量 ). 
这 两 种 运动 之 一 是 正常 的 流动 ， 即 具有 像 普通 粘性 流体 运动 一 样 
的 性 质 , 而 男 一 种 则 是 超 流 体 的 运动 ， 两 种 运动 之 间 , 不 发 生 任 何 
动量 转移 ， 在 一 定 的 意义 上 ， 可 以 说 成 流体 的 超 流体 部 分 和 正常 
部 分 ,但 是 ,这 决 不 意味 着 流体 在 实际 上 可 以 分 成 这 样 两 个 部 分 . 

关于 氨 II 中 现象 的 真实 性 质 ， 只 要 小 心地 注意 到 上 述 约定 ， 
我 们 就 可 以 采用 流体 的 超 流体 部 分 和 正常 部 分 这 样 的 术语 ， 以 便 
对 这 些 现象 作 一 个 方便 简明 的 描述 ， 但 是 ， 我 们 宁愿 采用 更 为 确 
切 的 术语 : 超 流体 流动 和 正常 流动 ,而 不 把 这 些 术语 与 流体 “两 部 
分 混合 物 ” 的 成 分 联系 起 来 . 

有 了 上 述 两 种 流动 的 概念 ,我 们 就 能 够 对 所 观察 到 的 狠 II 的 
主要 动力 学 性 质 作出 一 个 简单 的 解释 ， 当 氨 II 沿 狭窄 的 通道 流 
动 时 , 不 呈现 出 粘性 是 无 摩擦 超 流体 沿 通道 流动 的 结果 ; 可 以 说 ， 
那 部 分 正常 流体 停留 在 容器 中 , 它 以 缓慢 得 多 的 速度 流 过 通道 ,其 
环 度 决定 干 它 的 粘性 和 通道 的 宽度 ， 另 一 方面 , 根据 浸没 在 氨 II 
中 图 盘 扭转 振动 的 阻尼 来 测量 氨 II 的 粘性 系数 ， 则 得 出 非 零 的 
值 ; 圆 盘 的 转动 引起 它 附近 的 氨 II 的 正常 流动 ， 这 种 流动 由 于 其 
所 具有 的 粘性 而 使 圆 盘 停止 下 来 ， 因此， 在 通过 毛细 管 流动 的 实 
验 中 ， 可 以 观测 到 超 流体 流动 ， 而 在 氨 II 中 的 圆 盘 转 动 的 实验 
中 , 则 观测 到 正常 流动 ， 当 充满 氨 II 的 圆 简 容 器 绕 自 身 轴线 转动 
时 ， 可 以 特别 清楚 地 看 到 这 两 种 流动 的 存在 ， 转 动 的 圆 简 壁面 引 
起 正常 流动 ,同时 只 带动 一 部 分 流体 一 起 运动 ,而 超 流体 部 分 仍旧 
处 于 静止 状态 ， 所 以 ， 转 动容 器 的 总 转动 惯量 了 小 于 假设 全 部 流 
体 随 容器 一 起 转动 所 计算 出 来 的 转动 惯量 10, 只 要 测量 比值 7/7o， 
。332. 
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就 可 马上 求 出 正常 流体 和 超 流体 各 占 多 少 . 

除了 不 呈现 粘性 外 , 超 流 体 流动 还 有 另外 两 个 重要 的 性 质 , 即 
超 流体 不 传 热 ， 并 且 总 是 势 流 . 这 两 个 性 质 也 可 以 从 微观 理论 得 
出 ,根据 微观 理论 ”正常 流动 实际 上 是 一 种 “激发 气体 ”的 流动 (我 
们 可 以 回顾 一 下 :量子 流体 中 原子 的 集合 热 运动 可 以 看 成 是 一 个 
激发 系统 ， 这 个 系统 表现 得 像 在 流体 所 占有 的 体积 内 运动 的 准 粒 
子 , 并 且 具 有 确定 的 动量 和 能 量 ). 

氮 I1 的 粒 由 基本 激发 太 的 统计 分 布 确定 ， 因 此 ,在 任何 一 种 
激发 气体 处 二 静止 状态 的 流动 中 ， 不 存在 宏观 的 炉 传输 ， 这 意味 


着 超 流 体 流 动 不 包 含 炉 的 传输 ， 所 以 也 不 传 热 ， 由 此 得 知 , 氨 II 
的 超 流体 流动 在 热力 学 上 是 可 逆 的 ， 这 是 一 个 从 实验 中 得 出 的 
结果 . \ 

由 正常 流动 实现 传 热 是 氮 II 中 传 热 的 唯一 机 制 ， 所 以 , 它 具 
有 对 流 的 性 质 ,根本 不 同 于 普通 的 导热 ， 氨 【I 中 的 任何 温度 差 都 


会 引起 正常 的 和 超 流体 的 两 种 内 流 ; 这 两 种 流动 可 以 使 传 质 相互 
抵消 , 所 以 流体 中 不 产生 宏观 的 传 质 . : 

下 面 ,将 分 别 用 2。 和 ,表示 超 流 体 流动 和 正常 流动 的 速度 . 
上 面 所 描述 的 传 热机 制 , 意味 着 业 通 量 密度 是 速度 ws 和 每 单位 体 
积 内 炳 的 乘积 wsps(s 是 每 单位 质量 的 炉 )， 热 通 量 密度 等 于 炳 
通 量 密度 乘 以 了 , 即 


q = pTsvUn. (128. 1) 
超 流 体 部 分 的 势 流 对 应 于 方程 z 
VXxXV,=0, (128. 24) 


在 任何 时 刻 ， 此 方程 在 流体 所 占有 的 整个 体积 内 必须 成 立 ， 这 个 
性 质 是 氨 II 能 谱 特 性 的 宏观 表述 ,该 能 谱 特 性 构成 超 流动 性 微观 
理论 的 基础 ， 长 波长 ( 即 小 动量 和 小 能 量 ) 的 基本 激发 是 声 量 子 ， 
即 声 子 ， 因 此 ,宏观 的 超 流体 动力 学 只 能 包含 声 振动 ,这 是 从 条 件 

,ee 333.. 
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(128.2) 推 出 的 结论 ，. 

因为 超 流体 流动 是 势 流 ， 所 以 国体 在 定常 超 流体 绕 流 中 不 受 
阻力 的 作用 ( 达 朗 伯 伴 雇 ; 参看 $11)， 与 此 相反 ,正常 的 流动 有 阻 
力作 用 在 固体 上 ， 如 果 流 动 中 超 流体 流动 传 质 和 正常 流动 的 传 质 
相 平衡 , 则 得 到 一 种 非常 奇异 的 流动 ， 即 浸没 在 氛 【1 中 的 物体 受 
到 力 的 作用 ,但 是 没有 净 传 质 . 


8 129， 热 -机 械 效应 


氨 II 中 热 -机械 效 应 如 下 : 当 氨 通过 狭 窗 的 毛细 管 从 容器 中 
流出 时 ,容器 中 会 出 现 温 升 现象 ,而 在 毛 从 毛细 管 流入 另 一 个 容器 
时 ， 则 在 另 一 个 容器 中 出 现 冷却 现象 ， 这 种 现象 有 一 个 很 自然 
的 解释 , 即 芒 入 毛细 管 的 主要 是 超 流体 ,所 以 没有 热 传 输 ， 因 此 剩 
在 容器 中 的 热 分 散 给 数量 减少 了 的 氨 [了 .而 在 从 毛细 管 流 入 
的 容器 中 , 则 看 到 相反 的 情形 . 

不 难 求 出 单位 质量 的 氨 通 过 毛细 管 进 入 容器 时 所 吸收 的 热量 
@.， 流入 的 流体 没有 传 输 ， 所 以 ， 结 果 容 器 中 的 氨 保 持 在 其 初 
始 温 度 上 , 则 一 定 需 要 热量 Ts 来 补偿 每 单位 质量 内 焙 的 减少 , 这 
一 减少 是 由 于 加 入 了 迷 为 零 的 单位 质量 的 氨 所 引起 的 . 这 意味 着 : 
当 单 位 质量 的 所 进入 装 有 温度 为 全 的 氨 的 容器 时 ， 雪 吸收 热量 

90=Ts, (129. 1) 
反之 , 当 单位 质量 的 氨 离 开 装 有 温度 为 了 的 氨 的 容器 时 , 则 放出 热 
量 了 s. 


@ 严格 说 来 , 对 于 任何 流体 都 会 出 现 很 微弱 的 热 -机 械 效 应 ; 在 所 四 中 的 反常 现 
象 只 是 这 种 效应 的 突出 反映 . 普通 洗 体 中 的 这 种 效应 , 是 一 种 类 似 于 珀 耳 帖 热电 效应 
的 不 可 逆 现 象 ( 并 已 在 稀薄 气体 中 被 实际 观测 到 )， 这 样 一 种 效应 也 出 现在 氨 匡 中 ,但 
是 被 后 面 要 讲 到 的 另 一 种 更 大 得 多 的 效应 掩盖 了 ， 后 者 只 出 现在 氮 荆 中 ,并 且 不 像 珀 
耳 帖 效应 那样 是 不 可 逆 现 象 ， 
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现在 来 研究 两 个 装 满 毛 11 的 容器 ， 其 中 的 温度 分 别 为 Ti 和 
7:， 并 由 一 狭 窗 的 毛细 管 所 连通 ， 因 为 超 流体 可 以 自由 地 镶 毛 细 
管 流动 ， 所 以 很 快 就 建立 起 力学 平衡 ， 但是， 由 于 超 流体 并 不 传 
热 ， 所 以 建立 热平衡 ( 即 两 个 容 ee 

力学 平衡 是 在 两 个 容器 中 氨 的 燃 s:，s: 不 变 汐 情况 下 建立 起 
a es 1， 《2 是 
每 单位 质量 的 氨 在 温度 71,7, 时 的 内 能 ， 则 贝 超 洲 体 流动 所 达到 
的 力学 平衡 条 件 ( 即 最 小 的 能 量 条 件 ) 为 (9e1/9N),, 二 (9es/9WN),,， 

式 中 Y 为 单位 质量 的 氨 的 原子 数 ， 导 数 (9e/9N), 为 化 学 势 4. 
因此 得 到 平衡 条 件 为 
4 (pi TW) = 4(p2, 7T2), (129. 2) 
式 中 ,Pi1 和 2 分 别 是 两 个 容器 中 的 压力 . 

以 后 ， 我 们 将 不 把 化 学 势 4 理解 为 通常 的 每 个 粒子 (原子 ) 的 
热力 学 势 ， 而 理解 为 每 单位 质量 的 氨 的 热力 学 势 . 其 间 只 差 一 个 
常数 因子 ， 即 氨 原 子 的 质量 . 

如 果 压 力 2 和 7 很 小 ,于 是 将 化 学 势 4 搂 压力 的 昨 展 开 ， 并 
且 注 意 到 (94/37)z 就 是 比 容 ( 它 几乎 与 温度 无 关 ), 则 得 


Ts 
SP =p(0, 7) — pO, Ts) | sad7, 
Tl 


式 中 , A7 二 一 人 1， 如 果 温 度 差 AT=T, 一 Ti 也 很 小 ,然后 再 接 AT 
的 大 展开 ， 同时 注意 到 (du/dT)y=—Ss, 则 得 


Ap 
AT PY (129. 3) 


因为 s 之 0， 所 以 AP/AZ>>0， 关 系 式 〈129. 3) 是 由 了 H. 伦敦 最 先 
(1939) 导出 的 . 


8$130， 超 流体 的 动力 学 方程 组 


现在 来 导出 描写 所 II 宏观 ( 唯 象 上 的 ) 流动 的 完整 方程 组 . 根 
e。 335 。 


a -em 一 一 or 一 一 -一 





据 前 面 的 讨论 ， 应 该 把 送 动 方程 组 看 成 在 每 一 个 点 上 包含 有 两 个 
速度 上 。 和 vw,， 而 不 像 普通 流体 力学 中 那样 只 是 一 个 速度 .我们 
发 现 ， 只 需 简单 地 从 伽利略 相对 性 原理 以 及 必要 的 守重 律 所 要 求 
的 条 件 出 发 (还 利用 由 方程 (128.1) 和 (128. 2) 所 表述 的 运动 的 性 
质 ), 就 可 以 唯一 地 确定 所 需 的 运动 方程 组 . 

应 该 记 住 , 当 速 度 很 高 上 时， 所 TI 实际 上 不 再 龙 超 流体 了 、 我 
们 不 准备 讨论 这 种 临界 速度 现象 的 性 质 ， 而 仅仅 指出 ;临界 速度 
的 存在 意味 着 只 有 当 速 度 ws 和 ws 不 太 大 时 , 氏 II 的 超 流体 动力 
学 方程 组 才 有 物理 意义 . 尽管 如 此 ,我 们 首先 还 是 不 对 速度 2 和 
a ni 这 些 方程 组 , 因为 ,如果 略 去 了 速度 的 高 次 需 

， 就 不 可 能 从 守恒 律 如 实地 导出 这 些 方程 组 .导出 后 再 将 所 得 
Se 寺 渡 到 有 物理 意义 的 小 速度 的 情形 . 

用 了 表示 质量 的 通 量 密度 ; 这 个 显 也 是 单位 体积 的 动量 (参看 
§ 49 的 脚注 )、 兹 写 出 \ 
j=psVs pavn (130. 1) 
作为 超 流体 流动 和 正常 流动 的 通 量 之 和 .其 系数 ps 和 ps 可 以 称 
为 超 流 体 的 密度 和 正常 流体 的 密度 ， 两 者 之 和 是 氨 1I 的 实际 密 
度 p: 

P= Pst On. 《130. 2) 

当然 , 量 ps 和 p, 都 是 温度 的 国 数 ; 在 绝对 零度 时 , ps, 趋 于 零 , 这 时 
氨 1 完全 变 成 超 流体 ,而 在 4 点 ， 则 ps 趋 于 零 ， 这 时 液体 元 全 
变 为 正常 流体 ， 还 应 注意 ， 一 般 说 来 ，P，» 和 ps 还 依赖 于 速度 本 
身 @; 只 有 在 小 速度 时 , 这 种 依赖 关系 才 可 以 略 去 不 计 , 而 把 ps, p。 
看 成 只 是 温度 (和 压力 ) 的 负数 . 





@@ 如 果 氛 下 相仿 有 杂质 (同位 素 He), 那么 ,即使 在 0K 财 , p: 也 不 为 零 . 
@ 更 确切 地 说 , 只 依赖 于 速度 差 we 一 wo 因为 ， 如 果 流 体 以 速度 v,=v, 作 整体 
运动 , 当然 不 会 影响 它 的 热力 学 性 质 . 
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密度 0 和 质量 通 量 密度 j 必须 满足 连续 方程 
3 2 (130. 3) 


此 式 表述 质量 守恒 定律 ee 

be =0, (130. 4) 

式 中 II,* 是 动量 通 量 密度 张 量 
日 前 ， 我 们 不 讨论 耗 散 过 程 ,因而 流动 是 可 逆 的 ;同时 流体 中 
的 炉 也 是 守恒 的 . 因为 粹 通 量 为 ps 所 以 ,可 把 蚁 守恒 定律 与 成 
sp: 十 V' (posmn) = (130. 5) 
有 了 方程 (130. 0 5), 必须 再 补充 一 个 方程 ,用 以 确定 
速 讼 ,的 时 间 导 数 . 这 是 一 个 在 任何 时 间 内 都 为 势 流 的 方程 ; 这 意 
味 大 上 的 导数 必须 是 某 个 标量 国 数 的 梯度 , 可 以 将 这 个 方程 写 为 
二 V (E02+ 0) = 6, (130. 6) 





式 中 4 为 某 个 标 莱 图 数 ， 
当然 ,只 有 在 得 到 至 今 尚 未 确定 的 I 和 4 的 函数 值 以 后 ， 方 


程 (130. 4) 和 (130. 6) 才 有 意义 ， 为 此 ， 必 须 利用 能 量 守恒 定律 以 
及 基于 伽利略 相对 性 原理 的 论据 .方程 (130. 3) 一 (130. 6) 必然 隐 
含 着 能 量 守 恒定 律 , 表示 能 量 守恒 定律 的 方程 形式 为 

+V. (=0, (130. 7) 


其 中 , 吾 为 单位 体积 流体 的 能 量 , @ 为 育 8 是 通 量 密度 . 任务 利 略 丰 

对 性 原理 ， 能 够 确定 所 有 的 量 作 为 一 个 速度 (2s) 以 及 两 种 同时 发 
生 的 运动 所 给 定 的 相对 速度 ,一 的 范 数 . : 

我 们 采用 两 个 坐标 系 , 一 个 是 原 有 的 坐标 系 , 男 一 个 是 使 超 

流体 流动 中 某 个 流体 元 速度 为 零 的 谷 鳞 系 天 o， 和 坐标 系 4 相对 于 

坐标 系 运 动 ， 其 速度 等 于 超 诡 体 在 奈 有 华 标 系 中 的 速度 ， 在 华 
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标 系 下 中 ,所 有 量 的 值 与 它们 在 坐标 系 Ko 中 的 值 (K。o 中 的 值 用 下 
标 0 表示 ), 由 下 述 力学 变换 公式 互相 联系 外; 

j=pVs+ jo, 

B= pv jo vst E', 


1 2 
Q=( 二 0 十 了 0 十 Bo jms+ 了 2 十 Js 十 Qu 


TI = pVeiveg + Desjon ~ Vspjor -Floir. 

(130. 8) 
其 中 ,Tlo' 表示 分 量 为 TIIokos 的 矢量 . 

在 坐标 系 天 中 , 所 讨论 的 流体 元 只 有 一 种 运动 , 即 以 速度 ， 
一 作 正 常 流动 ， 因 此 , 量 jo, Bo，Qo 和 Tux 只 能 依赖 于 速度 盖 
Vj 一 加 而 不 能 分 别 依 赖 于 速度 2 和 sy, 特别 是 ,矢量 六 和 Qu 必 
然 平行 于 矢量 2 一 2, (质量 通 量 密度 jo 就 是 pv(wa 一 上 9)). 于 是 ， 
公式 (130. 8) 在 0, 一 ,给 定时 可 确定 出 各 量 对 2 的 依赖 关系 

能 量 Bo 是 p,s 和 单位 体积 动量 jo 的 函数 ，Bo 满 足 热力 学 恒 
等 式 / 
dBo=udpt+Tdps) + (Va— vs) djo, (130.9) 
式 中 ，4 为 单位 质量 流体 的 (热力 学 的 ) 化 学 势 ， 前 两 项 相当 于 等 
容 (现在 的 情形 下 是 单位 体积 ) 下 静止 流体 的 通常 的 热力 学 恒 等 
式 ,而 最 后 一 项 则 表明 : 能 量 对 动量 的 导数 就 是 速度 . 


@， 这 些 公式 是 伽利略 相对 性 原理 的 直接 结果 , 所 以 ， 对 于 任何 特定 的 坐标 系 均 
成 立 ， 例 如 ,通过 研究 普通 流体 ， 就 可 以 导出 这 些 方程 ， 党 通 流体 动力 学 中 的 动量 通 
量 密 许 张 最 为 Je Pvive- 十 POis。 

坐标 系 上 中 的 流体 速度 0 与 华 标 系 Ko 中 的 流体 速度 m 之 间 的 关系 为 0= um 十 四 
其 中 ,u 是 两 个 坐标 系 的 相对 速度 ， 以 比 代 入 开 w, 则 得 

Tig= PO Peoivord Poorurt Putor tT Pikk. 
令 Jor= poip-t prorvor 和 jo = Dvns 
就 得 到 方程 (135.8; 中 各 各 张 别 Tis 的 变换 公式 ， 用 类 午 方 法 , 可 得 到 其 余 的 公式 ， 
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这 里 不 再 作 进 一 步 的 计算 , 计算 是 相当 繁琐 的 , 我 们 只 讲 其 概 
况 ， 把 式 (130. 8) 中 的 如 和 Q, 代入 能 量 守恒 方程 (130. 7) 中 ,同时 
利用 恒等式 (130. 9), 可 计算 出 导数 380o/9t， 然后 用 方程 (130. 3) 
一 (130. 6) 来 消去 全 部 对 时 间 的 导数 (P,p。 等 ); 于 是 能 量 守 恒 方 
程 必定 是 恒等式 ， 如 果 考 虑 到 方程 (130. 6) 中 的 通 量 Qo, Iloss 和 
标量 4 只 能 依赖 于 热力 学 变量 和 速度 2, 一 Ds 而 不 依赖 于 它们 的 
梯度 (因为 已 略 去 了 耗 散 过 程 >, 我 们 就 会 发 现 : 只 有 当 上 述 各 量 以 
唯一 确定 的 方式 加 以 规定 时 , 才能 获得 这 个 恒等式 . 

我 们 还 发 现 : 标量 函数 4 就 是 化 学 势 ( 根 据 这 个 理由 ， 我 们 用 
同一 字母 表示 ) ,于 是 能 量 通 量 密度 和 动量 通 量 密度 张 量 的 最 后 表 
达 式 为 

Q=(/ + )i+Tpsvt prvnL on (va—Vs) ]， (130.10) 


Tyx = PnvVnivVng DOsi20s + poss (130, 11) 


其 中 7=—Bo+Tpst+ up+ pn(Vn— DV). (130. 12) 
Tl 的 表达 式 是 普通 流体 动力 学 中 公式 Tix = PVivVg 二 pOix 的 
自然 推广 ， 所 以 , 公式 (130. 12) 所 定义 的 量 ?， 自然 也 可 以 当 作 流 


体 的 压力 中 
方程 (130. 3) 一 (130. 6) 连 辐 由 式 (130. 10) 和 (130. 11) 所 定义 


的 了 和 IIiz， 组 成 了 所 求 的 超 流体 动力 学 的 完整 方程 组 2， 这 个 


G@ 通常 的 热力 学 把 压力 定义 为 作用 在 相对 于 静止 介质 的 单位 面积 上 的 平均 力 ， 
然而 在 普通 的 洗 体 力学 中 ， 因 为 总 可 以 取 一 个 坐标 系 使 得 所 讨论 的 流体 元 处 于 静止， 
所 以 ,关于 压力 的 定义 不 致 引起 混 清 (忽略 耗 散 过 程 ). 但 是 在 超 流体 动力 学 中 ， 通 过 
合适 地 选取 坐标 系 , 只 能 在 两 个 同时 发 生 的 运动 中 消去 一 个 ， 所 以 通常 的 压力 定义 就 
不 能 采用 了 . 

在 完全 静止 的 流体 中 , 定义 (130.12) 当然 和 普通 的 定义 相同 , 因为 在 这 种 情形 下 ， 
根据 化 学 势 的 定义 ,有 AD 十 了 ps 一 五 o 一 D， 

@ ”方程 组 也 可 以 建立 成 一 种 普遍 形式 ， 以 适用 于 任何 浓度 的 氮 有 和 其 他 物质 
(实际 上 是 同位 素 Hes) 的 混合 物 . 这 种 方程 组 已 由 匡 . ML 哈 拉 特 尼 科 夫 (HH.M. 


XaxarHHK0B) 得 出 (3T®, 23,169,1952)， 
e 339 。 





方程 组 是 很 复杂 的 , 主要 的 原因 在 于 : 出 现在 方程 中 的 量 ps, ps, 4 
等 都 是 速度 的 函数 (更 确切 地 说 ,是 速度 差 0, 一 ,的 函数 )， 原 则 
上 , 这 些 函 数 的 形式 只 能 由 微观 理论 确定 . 

但 是 ,在 物理 上 感 兴 趣 的 小 速度 的 情形 下 中 ， 这 些 方程 将 大 为 
简化 . 在 这 种 情形 下 ,正如 已 经 指出 的 那样 ， 首 先 可 以 忽略 p, 和 
ps 对 速度 的 依赖 关系 ; 这 样 , 通 量 j 的 表达 式 (130. 1) 在 实际 上 给 
出 了 j 了 对 vs 和 wv 第 级 数 展开 式 中 的 首 项 ， 出 现在 方程 中 的 其 余 
热力 学 量 也 应 按 速度 的 寡 级 数 展开 . 

取 压 力 和 温度 作为 独立 的 热力 学 变量 . 于 是 ， 化 学 势 的 热力 
学 恒等式 为 \ 


du=— sdT + dp Pv, vw) dv —0);} 
p’' p 
通过 微分 表达 式 (130. 12) ,并 利用 恒等式 (130. 9) ， 可 以 得 到 上 述 
方程 ， 由 此 可 见 , 4 对 速度 差 的 军 级 数 展开 式 的 头 两 项 为 
HL (CD 人 Tan 一 mo) 一 AI) 一 全 2 (vo, 人 中 。) (130. 13) 
和 A(2,7) 和 密度 p(p,7T). 对 
温度 和 压力 求 导 , 可 求 得 相应 的 炉 和 密度 的 展开 式 ; 
本 Lv wy 9 (Pr 
sl 一 os(D 7) + (vn) ), (130.14) 


pp,T, Dn 0) pT) + pV, 0) ). (130. 15) 

将 这 些 表达 式 代入 动力 学 方程 组 , 则 方程 组 有 效 到 速度 的 二 阶 项 . 
现在 简要 地 讨论 一 下 超 流体 动力 学 方程 组 中 耗 散 项 的 问题 ， 

这 些 项 的 形式 ， 只 受 焙 增 定律 和 动力 系数 对 称 性 原理 所 要 求 的 条 
件 的 限制 . 由 H. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 所 作 的 详细 分 析 表 明 : 总 共有 五 
个 独立 的 耗 散 系数 (而 不 是 像 普通 流体 那样 只 有 三 个 系数 7,,*)， 

中 也 就 是 说 , 当 速 度 与 第 二 声 ( 参 看 $131) 的 传播 速度 之 比 是 一 个 小 量 时 . 
ee340，。 
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当然 , 其 中 一 个 是 由 正常 流动 所 引起 的 第 一 粘性 系数 7， 它 完全 类 
似 于 普通 流体 的 粘性 系数 、 动 量 通 量 张 量 II 以 及 另 一 个 量 二 


十 4{( 其 梯度 出 现在 方程 (130. 6) 中 ) 还 包含 正比 于 V.os 和 VvV:[p。 
(v2 一 ;)] 的 项 ;在 四 个 比例 系数 中 ,根据 动力 系数 的 对 称 性 , 其 中 
两 个 相 欠 ， 所 以 有 三 个 “第 二 粘性 系数 ”61，&4, £4， 最 后 ， 业 方 程 
(130.5) 的 右边 包含 有 形式 为 元 Y, (kVT) 的 项 以 及 速度 梯度 的 二 


次 项 , 前 者 具有 在 形式 上 类 似 于 普通 流体 导热 系数 的 系数 x, 后 者 
是 由 传 热 中 粘性 效应 引起 的 (参看 方程 (49. 5)). 

超 流 体 动力 学 方程 组 的 边界 条 件 如 下 : 首先 ,在 任何 静止 的 固 
体 表 面 上 , 质量 通 量 /的 垂直 分 量 必 须 为 零 . 为 了 确定 ,的 条 件 ， 
应 该 记 住 ， 正 常 流动 实际 上 是 一 种 热 激发 气体 的 流动 .在 沙 固 体 
表面 的 流动 中 ,激发 量子 与 表面 相互 作用 ,在 宏观 上 必须 把 它 描写 
成 正常 流体 对 固体 表面 的 “附着 "作用 ， 就 像 在 普通 粘性 流体 中 一 
样 ， 换 句 话说 , 速度 w。 在 固体 表面 上 的 切 向 分 量 必须 为 零 

因为 固体 表面 可 以 吸收 和 发 射 激发 量子 ， 即 相当 于 流体 和 国 
体 表面 之 间 的 传 热 , 所 以 , mx 与 国体 表面 垂直 的 分 量 不 必 为 零 . 边 
界 条 件 只 要 求 垂直 于 固体 表面 的 热 通 量 是 连续 的 ， 温 度 本 身 在 边 
界 上 有 间断 ,其 间断 值 正比 于 热 通 量 AT7= Kg, 式 中 的 比例 系数 天 
同时 依赖 于 流体 和 固体 表面 的 性 质 ， 这 种 间断 的 产生 ， 是 由 氨 I1 
中 传 热 的 独特 性 质 引 起 的 固体 与 流体 之 间 对 传 热 的 整个 阻抗 
都 集中 在 邻接 于 固体 表面 的 流体 中 ， 因 为 流体 中 热 的 对 流传 播 几 
乎 不 遇 到 阻抗 ， 所 以 ， 引 起 传 热 的 全 部 温度 降 都 发 生 在 固体 表面 
本 身 . 

这 些 边界 条 件 中 ， 有 个 有 趣 的 性 质 ， 即 固体 表面 与 运动 流体 
之 间 的 热 交 换 会 产生 作用 在 固体 表面 上 的 切 商 力 、 如 果 z 轴 垂 直 
于 固体 表面 ,而 y 轴 与 固体 表面 相 切 , 则 每 单位 面积 上 的 切 向 力 等 

9 3 了 7 。 








于 动量 通 量 张 量 的 分 量 I-， 因 为 在 国体 表面 上 必须 有 
Js 一 Onabnz 十 0s0ez 一 0， 
所 以 求 得 这 个 力 的 非 零 表达 式 为 
Ilzy = psVssvsy t pnvVnsVny = PnVnz(Vny™— Vey). 
还 可 以 用 热 通 量 9=ps7Tv, 将 上 式 写 为 


JI = qs(Vny— Vy), 
ps 


式 中 ,qs 是 从 固体 表面 进入 流体 的 热 通 量 ; 在 固体 表面 上 ， 该 热 通 
量 是 连续 的 . 

当 国 体 表面 与 流体 之 间 没 有 传 热 时 ，w， 垂直 于 固体 表面 的 分 
量 也 为 零 ， 边 界 条 件 j=0 和 vw, 一 0 (其 中 xz 轴 垂 直 于 固体 表面 ) 
等 价 于 ws =0 和 ”w=0. 因 此 ,在 这 种 情形 下 , 得 出 vs 服从 理 
想 流体 中 通常 的 边界 条 件 , 而 wm 则 服从 粘性 流体 的 边界 条 件 ， 

最 后 ,来 讨论 这 样 一 种 氨 II 的 运动 ， 像 通常 在 绕 物体 流动 中 
所 遇 到 的 那样 , 它 可 以 看 成 是 不 可 压缩 的 ， 同 时 , 还 要 考虑 到 正常 
流动 的 粘性 ， 为 此 , 必须 在 张 量 Is* 上 再 加 一 项 , 照例 ,该 项 包含 
有 粘性 系数 9 以 及 速度 ww 的 空间 导数 : 

Hix =p0it PsvsivVss+ Popuiont 一 可 3 十 32 (130. 16) 


对 于 不 可 压缩 流体 而 言 ， 不 会 出 现 第 二 粘性 系数 ， 在 所 讨论 的 情 
形 下 , 炉 方程 中 的 耗 散 项 是 高 阶 小 量 ,因而 可 以 忽略 不 计 ， 假 定 密 
度 px, ps 和 焙 s 都 是 常数 , 则 从 方程 (130.5) 可 得 "ws 二 0， 从 方 
程 (130.3) 可 得 V:j 了 =0, 所 以 有 V's 二 V"v, 二 0. 利用 这 些 方程 , 同 
时 将 式 (130.16) 代 入 方程 (130. 4), 于 是 得 到 如 下 方程 : 


GT)。 9V, , 有. 
psi Dy» 3 二 ps(Vs V)Vs+ pn (Us V) mn 


二 — Vp 二 WAv,. 
方程 (130. 6) 保 持 不 变 ， 
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(130, 17) 
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因 超 流体 流动 是 势 流 ,于 是 可 以 接 式 0, = 二 V6, 引进 速度 势 $,， 


又 因 
V*vV,=0, 
所 以 ， 二 度 势 应 满足 拉 普 拉 其 方程 
Ag,=0. (130. 18) 


在 方程 (130. 17) 中 引进 $,, 并 令 (v,+V)v。 -V3 ) 则 得 








So pw V) Vs + ps v (去 3)+ py( 5) 








Pn 1 
= —Vp+nAv,. 
a px, Ps 用 作 辅 助 景 : 
p= 一 20 十 2 十 Ps (130. 19) 
式 中 , po 是 无 穷 远 处 的 压力 , 7。 由 通常 的 理想 流体 公式 确定 : 
= ops 工 2 
ps =— ps 1 5 Psvs. (130, 20) 
于 是 ,速度 ww 的 方程 变 为 
DT， ， 二 虽 : 
本 天 十 (mn V)v, DvP AD (130. 21) 


这 个 方程 在 形式 上 与 密度 为 pu， 粘性 系数 为 7 〈 相 应 的 运动 粘性 
系数 为 Jp) 的 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 完全 相 网 。 

因此 ,不 可 压缩 氮 II 的 流动 问题 化 为 两 个 普通 的 流体 动力 学 
问题 .一 个 是 关于 理想 流体 的 ， 另 一 个 是 关于 粘性 流体 的 、 超 流 
体 流动 像 普通 理想 流体 线 物体 的 势 流 一 样 ， 由 拉 普 拉 斯 方程 
(130. 18) 和 法 向 导数 34。/32 的 边界 条 件 确定 . 而 正常 流动 则 像 
普通 粘性 流体 的 流动 那样 , 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (130. 21) 和 固体 
表面 上 v0( 在 固体 表面 与 流体 之 间 没有 热 交 换 ) 的 边界 条 件 确 
定 ， 然 后 , 压力 分 布 由 公式 (130, 19) 确 定 ， 
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问 题 

问题 1 设 在 充满 所 II se lA i AT. 
试 确定 治 毛细 管 的 热 通 量 ， 

解 : 根据 公式 (129. 3), 毛 细 管 两 端 之 间 的 压力 降 为 

A?= psAT. 

由 此 将 引起 一 正常 流动 , 其 平均 速度 (在 整个 毛细 管 截面 上 平均 ) 为 5,=B? 
Az/877 (2 为 毛细 管 的 半径 , / 为 其 长 度 , 而 7 为 正常 流动 的 粘性 系数 ， 参 看 
公式 (17.10))。 其 总 的 热 通 量 为 ps5nxR: 二 xBRip?s*AT/87 Ll， 在 相反 方向 
上 产生 一 超 流 体 流 动 ,根据 总 传 质 为 零 的 条 件 ,; 得 出 其 速度 为 


5 一 LnDn. 
ps 


问题 2， 在 氨 II 人 试 导 出 其 温度 分 布 的 公 


式 : 
解 : 将 v= 二 V'$, 代入 方程 (130.6) (其 中 4 由 式 (130. 13) 给 出 ), 然 后 积 


分 之 , 则 得 
LPT) + 坟 0— 六 全 Es (va—00) + 3 2 一 常数 ， 

人 则 有 
1 一 ji 一 一 8(7 一 2 十 (2 一 po)1p, 式 中 ,7 和 po 为 无 穷 远 处 的 温度 和 压力 ， 
将 这 个 表达 式 代 入 上 述 积分 ,并 且 用 ?。 和 ?。 来 表示 , 最 后 得 
8$131， 超 流体 中 声 疲 的 传播 

现在 应 用 氨 II 的 流体 动力 学 方程 组 来 讨论 所 II 中 声波 的 传 
播 ， 照例 ,假设 声波 中 的 速度 是 很 小 的 ,而 密度 、 压 力 和 灶 几 乎 等 
于 它们 各 自 固定 的 平衡 值 ， 于 是 , 略 去 方程 (130. 11), (130.13) 和 
(130. 14) 中 速度 的 二 次 项 ， 同 时 把 方程 (130. 5) 中 V' (psw) 项 的 
业 ps 看 作 常量 (因为 该 项 已 经 包含 了 小 量 ww)， 就 可 以 将 方程 线 
性 化 ， 因 此 ,流体 动力 学 方程 组 变 为 
+ 344， 
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9p a ei i 
rv (31. 1) 








dps + psy.v, =0, : | (131. 2) 
3 十 VB 一 0， (131. 3) 
2 二 YU 一 0， (131. 4) 
将 方程 (131. 1) 对 时 间 微 分 ,然后 把 方程 (131. 3) 代 入 , 即 得 
5 -Ap。 (131. 5) 


根据 热力 学 恒等式 dp 二 一 sdT 十 d2/p， 则 有 V2== psVT 十 PVA 
将 方程 (131. 3) 的 VP 以 及 方程 (131. 4) 的 Vp 代入 上 式 ， 则 得 


pr (Vn— vs) 二 psv7 一 0. 


对 上 式 取 散 庶 , 并 根据 下 列 方程 : 
9s 1 9(ps) 8 90. 


一 


at D 9t p 9t 





一 一 s(V' pa) + (VD) 


一 -TV Co 一 Do 
用 (p/sps)9s/9t 来 代替 Vv: (ws 一 如:) ,最 后 得 





: 2 pss yr. (131 6) 
方程 (131. 5) 和 (131. 6) 确 定 了 超 流 体 中 声波 的 传播 ， 因为 存 
在 着 两 个 方程 , 可见 有 两 个 声波 的 传播 速度 , ’ 
将 s, 2 0 和 了 写 为 


S 一 so 十 31， 2 一 po 十 2 等 等 


人 而 带 下 标 
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“0" 的 字母 (为 了 简短 起 见 ， 以 后 将 略 去 下 标 “0") 为 这 些 量 固 定 的 
平衡 值 ， 因 此 , 可 以 写 出 


EA +387", 


3p IF Ap 9p oT - 
37 ot A 1 a7 ot 9, 


9s 3 7 as oT pss™ ee 
9p 9t? aT 9 pn OL 


我 们 来 寻找 这 些 方程 的 平面 波形 式 的 解 ， 其 中 的 2' 和 7' 都 
正比 于 因子 e-'*(-r) (这 里 用 w 表示 声速 )， 两 个 方程 的 相 容 性 
条 件 为 








9a(s, Pp) (如 pss: 3 ) pss 
U0 
9(T, 2) ar pn 97 家 pr 


式 中 ,39(s, Pp)/9(T,7) 表 示 从 sS，p 变换 到 了，2 的 雅 可 比 行列 式 ， 
利用 热力 学 关系 式 , 经 过 简单 的 变换 ,上 述 方 程 可 以 化 为 


4 2197 DT7s- ers (3 二 1 
"| (名) | pacv \ GP)? 9, Wk 


其 中 c, 为 每 单位 质量 的 比 热 ， 这 个 ?的 二 次 方程 给 出 氨 II 中 声 
波 传播 的 两 个 速度 ， 当 ps。=0 时 ,其 中 一 个 根 为 零 , 正 如 我 们 所 预 
期 的 ,这 时 只 得 到 普通 的 声速 w=~V (39/3p)。. 
实际 上 , 氨 II 的 比 热 cp 和 ev 几乎 在 所 有 温度 下 都 相同 (因为 
热 彩 胀 系数 很 小 ). 于 是 , 根据 熟知 的 热力 学 公式 , 其 等 温 压 缩 系数 
和 绝热 压缩 系数 也 大 致 相等 ， 即 (32/3p)y< (32z/3p)。 如 用 表 
示 cp 和 c。 的 共同 值 ,并 用 32/ap 表示 (32z/ap)z 和 (9p/9p)s 的 共 
同 值 , 则 从 方程 (131. 7), 可 得 到 声速 的 表达 式 如 下 : 
wu = (dp/9p), we = (Tsips/cprs). (131. 8) 
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其 中 wi 儿 乎 不 变 ,而 另 一 个 如 显 著 地 依赖 于 温度 ,并 随同 p。 在 4 
点 上 趋 于 零 @， 

在 极 低 的 温度 下 ,流体 中 所 有 的 基本 没 发 ， 几乎 都 是 声 子 ， 量 
pw 和:s 之 间 有 下 述 关 系 : 


oT 
c=3s, p= Bi ,pep 


将 这 些 表达 式 代入 关于 的 公式 (131. 8) 中 ,可 求 出 


2 
x 一 

因此 , 当 温 度 趋向 于 零 时 ,速度 wt 和 ww: 趋向 于 有 限 的 极限 ， 而 且 其 

比值 趋向 于 3. 

为 了 更 清楚 地 阐明 氨 II 中 两 种 声波 的 物理 性 质 ,我 们 来 讨论 
平面 声波 (E. 票 弗 席 效 ,1944)。 在 这 样 的 波 中 ,速度 2D。，D, 以 及 
温度 和 压力 的 可 变 部 分 全 ,2? 互 成 比例 .引用 比例 系数 如 下 : 

UU P00 0 《131, 9) 
如 利用 方程 (131. 1) 一 (131. 6), 并 且 取 到 所 需要 的 精度 , 则 经 过 简 
单 的 运算 , 就 得 出 第 一 声 的 三 个 系数 为 


Tou3 
=] Bp ?a2 b 一 C1 有 1 
四 Oe (wu? — wuz)? Cs (如一 wx 


(131. 10) 








而 第 二 声 的 二 个 系数 为 


Bp _ vivs _ ,, Bpuiu? 2 
—_ PPM 0 一 一 妈 . (131. 11 
汪 Pns (wi —u2) s (ui 一 22) ; 8 ( 1 


式 中 ,B= 一 (1/p)9p/37, 这 是 热膨胀 系数 ; 因为 8 很 小 , 所 以 包含 





人 2 一 一 





@ 关于 氨 世 含有 杂质 的 溶液 中 的 声波 传播 问题 , 下 列 著 作 普 加 以 讨论 : 在 小 浓 
度 的 情形 下 , 波 夫 兰 乓 克 作 过 讨论 ,了 H. {I. Howxepaadyg, 下 9T@, 19,43,1949; 在 任意 浓 
庶 的 情形 下 , 可 考 看 H. M.XazaTBERKoB, 汪 9T 和 23,265,1952， 

@ 考 看 Siatistical Physics,$66, $67( 中 译本 : 本. 克朗 道 , 也 . M. 训 弗 席 益 著 ， 
《统计 物理 学 > 杨 训 恺 译 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1979, $66, $67)， 
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6 的 量 远 小 于 不 包含 有 的 基 ， 

我 们 看 到 , 在 第 一 类 声波 中 ,ww。 即 就 一 级 近似 而 埋 , 在 这 
类 波 中 ;- 任何 给 定 的 体 元 中 的 流体 是 作为 整体 而 振荡 的 ， 也 就 是 
说 ， 正 常 流体 部 分 和 超 流体 部 分 一 起 运动 ， 这 类 波 显然 相当 于 普 
通 流体 中 的 普通 声波 . 

但 是 在 第 二 类 声波 中 ,vn~ 一 他 一， 即 总 的 通 量 密度 为 j= 


psvs 十 ppn<:0. 因此 ,就 一 级 近似 而 言 ,在 第 二 声 的 波 中 ， 超 流体 
部 分 和 正常 流体 部 分 各 自 沿 相 反 的 方向 运动 ， 任 何 给 定 的 体 元 中 
流体 的 质心 保持 静止 ， 而 且 总 的 质量 通 量 为 零 ， 这 类 波 显 然 是 超 
流体 所 特有 的 . | : 
”这 两 类 波 之 间 ， 还 有 另 一 个 重要 的 差别 ， 这 可 以 从 公式 
(131. 10) 和 (131. 11) 中 看 出 来 ， 在 普通 类 型 的 声波 中 ， 压 力 振荡 
的 波幅 相对 来 说 较 大 ， 而 温度 振荡 的 波幅 则 较 小 ， 而 在 第 二 声波 
中 ， 温 度 振 水 的 相对 波幅 却 远 大 于 压力 振东 的 相对 波幅 ， 在 这 个 
音义 上 , 可 以 说 第 二 声 的 波 是 无 阻尼 的 温度 波 @O， 

在 略 去 热膨胀 的 近似 程度 上 ， 第 二 声 的 波 是 纯粹 的 温度 振荡 
(其 中 了 =0) ,而 第 一 声 的 波 则 是 纯粹 的 压力 振荡 (其 中 ,ms 一 mn) 
因此 ， 这 两 类 波 的 运动 方程 是 完全 分 开 的 ; 在 方程 (131. 6) 中 令 








一 则 得 全 各 -一 8AT', 同时 ,在 方程 (131. 5) 中 令 p'=?' 凶 ， 
一 AZ 





pe IE 中 如 何 激发 声波 的 各 种 方法 问题 , E. M. 栗 弗 席 
兹 已 讨论 过 (1944)， 我 们 发 现 ( 参 看 本 节 的 问题 )， 为 了 产生 第 二 
声波 ,通常 激发 声波 的 机 械 方法 (固体 振荡 ) 是 很 不 适用 的 ,因为 所 


Q@ ”当然 ,它们 与 普通 导热 介质 的 阻尼 温度 波 无 关 ($52)。 
e 了 8。 


人 ~ 





激发 的 第 二 声 的 强度 与 普通 声波 的 强度 相 比 ， 可 以 忽略 不 计 ， 但 
是 ,在 氨 由 中 还 有 其 它 可 以 激发 声波 的 方法 可 用 ， 利 用 温度 周期 ， 
性 变化 的 固体 发 射 声波 , 就 是 这 样 的 方法 ; 这 时 ， 所 发 射 的 第 二 声 
的 强度 远大 于 第 一 声 的 强度 , 这 正 是 我 们 所 期 望 的 , 原因 在 于 上 面 
人 


问 题 


问题 1， 设 一 平面 在 垂直 于 自身 的 方向 上 振荡 ， 请 定 所 必 身 的 第 声 
与 第 二 声 之 间 的 强度 比 . 

解 : 我 们 来 求 第 一 声 和 第 二 声 的 波 中 的 速度 ws( 沿 xz 轴 ， 而 zx 轴 垂 直 于 
该 平面 ), 其 形式 分 别 为 


2 一 4 coso( t 二 vu=Azcoso( 1—E). | 
Ui Ys 


在 振荡 平面 的 表面 上 ， 速 度 w 和 v， 必 等 于 该 平面 的 速度 ， 这 一 速度 记 作 
VoCOsS@t. 由 此 得 出 方程 

A 十 A;=v0， a1Ai 十 a;A;2 = 二 vs 
其 中 系数 a 和 as 由 方程 (131. 10) 和 (131. 11) 确定， 氮 II 声波 中 的 (时间) 
平均 能 量 密度 为 


| 
Psvst prvn = A (ps paa’); 


再 乘 以 相应 的 声速 wu, 就 得 到 能 量 通 量 (强度 )， 因此 求 出 第 二 声 和 第 -一声 的 
强度 比 为 
TL, _Ai(pst praiVu, PTu? 

六 ~ A?i(ps+ paa?) ui Cu . 


在 这 里 , 我们 已 假定 入， 这 个 假定 一 直到 很 低 的 温度 时 仍然 上 成立。 所 以 
这 个 比值 总 是 很 小 的 . ， | | 

问题 2。 与 问题 1 相同 , 但 该 平面 的 温度 作 周 期 性 地 变化 ， 

解 : te j=0 就 足够 了 ,这 个 条 件 在 固定 是 面 上 一 定 成 立 . 
这 个 边界 条 件 给 

.pe (4 十 4A,) 十 Pa(a1Ai1 十 948) 一 0 
由 此 
es 349 。 


a 一 ap .his vaarerrream ooerw 





人 |= _ PnAit Ps, a 
un92 十 ps ~ 


然后 可 求 出 强度 比 为 


这 个 强度 比 是 很 大 的 ， 

问题 3。， 试 确定 一 维 大 振 申 第 二 声 的 行 波 中 波 型 上 各 点 的 速度 ,并 确定 
波 中 由 于 波 型 变形 所 产生 的 间断 的 传播 速度 (H. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 ,1952). 

解 : 在 一 维 行 波 中 ， 所 有 的 量 (p,P,T,2,,2,) 都 可 以 表示 成 一 个 参数 的 
销 数 ， 这 个 参数 可 以 是 这 些 量 中 的 一 个 (参看 $94)。， 波 型 上 各 点 的 速度 避 等 
于 导数 4r/dit, 这 个 导数 在 所 给 定 的 参数 值 上 取 值 ， 每 个 量 的 空间 导数 和 时 
间 导 数 之 间 ， 有 关系 式 2/21 王 一 2/2z， 各 个 量 对 该 参数 的 导数 将 用 加 撤 

我 们 不 直接 用 w。 和 >， 而 采用 新 的 变量 =J/O 和 w=v, 一 Vs 
这 样 更 为 方便 ， 同 时 选取 坐标 系 使 得 所 讨论 的 点 上 的 速度 为 零 . 方程 
(130. 3) 一 (130. 6) 连 同 确定 II js oy s 的 公式 (130. 11)，(130. 13) 一 (130. 
15)， 可 导出 以 下 的 方程 : 





-1722 —UpP’ A )uw’+ pv’=0, (1) 
ap 2p 
Pp' +2 fww’ Upv’ ~0, (2) 


ep 2 spp' +| -w= 3 
| PU + 六 人 pss—Uw -| 0， (3) 


7 


+| pV -Ps jw LUptwpn le’=0. (4) 





a i 2 
| ps+Uw 397 +| 1+0wrZ( 


在 上 述 方程 中 , 所 有 二 阶 小 量 以 上 的 项 都 已 略 去 , 同时 , 所 有 包含 热膨胀 系数 
的 项 也 已 略 去 . 

在 第 二 声 的 波 中 ，2 和 ，j 的 相对 振幅 远 小 于 呈 和 包 的 相对 振幅 ,所 以 还 
可 将 2 和 wv" 的 项 略 去 ， 为 了 确定 U， 利 用 方程 (3) 以 及 方程 (2) 和 (4) 之 
差 就 是 够 了 ; 所 得 到 的 关于 7T' 和 w' 的 两 个 线性 方程 ， 共 相 容 性 条 件 给 出 了 
下 面 的 二 次 方程 ; 

° 330 ， 


MY A BT i kN PE Re nm ear va ic 








98 40s 更 38 20。 ] 2 
,U98 _ Vw| dpsbs ds 2 ne 
ps" 3 “| p WW "Hm | ™ 


内 此 得 出 





2D0。 ST 20。 
U= w+w (SE 5 pro py 


这 里 ,as 是 第 二 声 的 当地 声速 , 在 整个 波 型 上 ,za 随 温度 偏离 其 平衡 值 07 一 
起 变化 .将 “ 按 67 的 乔 展 开 , 则 得 


42 一 2%20 十 be 一 


dus Pn U2 
22 ps 


式 中 ,wao 为 2 的 平衡 信 最 后 得 


3 
= pssT 页 人 ( W200 ) 5 
W200 十 风 pe 7 jn T (5) 


当 波 型 有 足够 大 的 改变 时 , 波 中 就 会 出 现 问 断 ( 在 这 种 情形 下 , 出现 的 是 
温度 间 斯 ); 参看 394，$95. 问世 的 传播 饥 度 为 问 斯 两 便 的 各 度 书 之 和 的 一 
半 ， 即 等 于 








wt pasT | ee) . 
C20 十 一 -一 pc 37 ln- 二 ~- |)， 


RE 

式 (5) 中 书 的 系数 既 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 .这 相当 于 : w 值 较 大 
的 点 既 可 以 在 岂 值 较 小 的 点 的 前 面 , 也 可 以 在 其 后 面 ， 而 其 间断 既 可 以 在 波 
的 前 阵 面 上 形成 ,也 可 以 在 其 后 阵 面 上 形成 (与 此 不 同 ,在 普通 的 声 该 中 ， 当 
波 总 是 出 现在 声波 的 前 阵 面 上 )， 


. ® 35 。 


peng ~ 1 re 
局 LE 


ov 





第 十 七 章 ， 流体 动力 学 中 的 误 落 


8 122. 流体 动力 学 中 涨 落 的 一 般 理论 


对 静止 流体 中 每 一 点 的 密度 、 温度 、 过度 等 均 方 根 涨 这 的 计算 ， 
毋须 进行 专门 讨论 ;这 些 量 的 涨 落 ( 在 经 典 的 即 非 量子 的 情况 下 ) 
是 由 普通 热力 学 oie 
介质 的 涨 落 都 是 正确 的 @. 

但 流体 动力 学 特有 的 问题 ， 是 这 些 量 张 着 的 时 间 关联 问题 , 因 
而 是 运动 流体 中 的 涨 落 问 题 . 这 些 问题 的 解决 ， 必 必须 考虑 流体 中 
的 耗 散 过 程 (粘性 和 导热 )， 

流体 动力 学 中 涨 落 的 一 般 理 论 的 建立 ， 归 结 结 为 要 给 出 这 些 涨 
落 量 的 “运动 方程 ”. 这 可 以 在 流体 动力 学 的 一 一 般 方程 中 引进 适当 
的 附加 项 来 解决 ， 

流体 动力 学 方程 的 下 列 形式 : 


p+y: (pV) =0, (132. 1) 


pp 


9 _ _ gy CO jp 132. 2 
Pa a CXg ( ) 


pz( 另 +w， Vs )=30 : (2 十 ez ) 


CO Oi 











—VY'qd;, (132. 3) 
只 不 过 是 表达 了 运动 流体 中 质量 ,动量 ”能 量 的 守恒 , 而 没有 说 明 





@ 参看 Statistical Physics,Pergamon Press, London, 1958, $111 (中 译本 : 
光世 朗 道 ,E. M. 栗 弗 席 兹 著 ，* 统 计 物理 学 >， 杨 训 已 等 译 ， 人 民 教 育 出 版 社 , 1979， 
$111。 (引用 该 书 章节 公式 时 以 SP 作 前 冠 。) 


。352。 
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什么 应 力 张 量 o's 或 热 通 量 矢量 9 的 具体 形式 ， 所 以 ,这 种 形式 
的 方程 对 于 任何 运动 , 包括 流体 状态 的 涨 落 变 化 , 都 是 成 立 的 . 在 
有 涨 落 的 情况 下 , op， 等 应 理解 为 流体 的 主 运动 中 相应 的 量 及 
其 涨 落 量 之 和 ; 当然 , 这 个 方程 组 总 可 以 对 涨 落 量 加 以 线 化 . 

应 力 张 量 的 一般 表达 式 (15.3) 和 热 通 量 的 一 般 表 达 式 
(49. 1)， 分 别 给 出 了 这 些 量 与 速度 梯度 和 温度 梯度 的 关系 ， 但 在 
有 涨 落 的 情况 下 ， 流 体 中 还 存在 自发 的 局 部 应 力 和 自发 的 局 部 热 
通 量 , 它们 与 速度 梯度 和 温度 梯度 无 关 ; 我 们 用 sw 和 g 表示 这 两 
个 量 , 并 称 为 随机 量 O， 于 是 , 可 写 出 @ 


pf90 3 2 1 3 ) Sut z 
Ce =n(get 二 3 0i 十 5 本 wa (132.4) 


q=—xkVT+g. 
”现在 的 问题 是 要 确定 ste 和 总 的 某 些 性 质 ， 也 就 是 要 确定 它 
们 的 均 方 值 以 及 每 个 时 刻 流 体 中 各 点 上 它们 的 值 之 间 的 关联 式 . 
这 可 利用 涨 落 理 论 的 一 般 公式 来 进行 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 将 讲 一 
讲 流体 力学 中 通常 出 现 的 非 量子 化 的 涨 沙 情 形 的 分 析 @， 并 假设 
粘性 系数 和 导热 系数 与 涨 落 频 率 无 关 , 即 不 呈现 频 散 现象 
在 涨 落 的 一 般 理 论 中 (SP $ 110, §121), 已 讨论 了 涨 落 量 2 
z2，… 的 离散 系列 ,而 在 这 里 ,我 们 所 讨论 的 是 连续 系列 (流体 中 每 
一 点 p;7; 吕 的 值 )， 我 们 将 用 一 种 纯粹 形式 上 的 方法 ， 米 避免 这 
个 无 关 紧 要 的 困难 , 即 把 流体 体积 分 成 有 限 个 很 小 的 部 分 AF， 并 
在 每 一 部 分 取 各 个 量 的 某 平均 值 ; 在 最 后 的 公式 中 , 让 每 一 部 分 都 


趋 于 无 限 小 。 z 
我 们 把 公 式 (132. 4) 当 作 是 是 一 般 理论 的 方程 组 (参看 SP 


Q@ 与 泣 沙 的 一 般 理论 中 随机 力 一 词 相对 应 .，.. 

本 章 中 ， 7 应 理解 为 按 能 量 单位 计量 的 温度 ， 即 省 赂 了 玻 耳 盐 曙 常数 

命 这 表示 假定 涨 落 中 出 现 的 频率 满足 ho 了 T 了 ,参看 SP (109. 2). 
9 353 9 





(121. 9)) 


ba=— Ya Xd ty (132. 5) 
量 $6 为 每 一 部 分 AV 中 张 量 o'sw 和 矢量 q 的 分 量 ; 
ba——>0 "44s qi, (132. 6) 
因而 随机 量 se 和 & 就 是 相应 的 量 gu: 
ye 一 >Si6y 0 (132. 7) 


按照 一 般 规则 , 利用 流体 中 总 炉 S 变化 率 的 公式 ， 可 以 看 出 ze 的 
意义 ， 像 $ 49 中 那样 ,由 方程 (132 3), 得 . 


go fh 9v; Box _q:vT 
和 -|[ 2 (党 EP 72 | 


(车 ss=0,8 =0, 则 此 式 给 出 (49. 6)); 或 用 所 有 部 分 AV 的 和 代 
替 这 个 积分 ,得 


O iefoao0i 9 \ qd:vT 
$= = 下 2 (+ qzAr (132.8) 


同时 , 我 们 还 应 读 肪 = 一 了 Xozo;) 参看 (58. 4)， 将 (132.6) 代 入 
此 式 , 并 与 (132. 8) 进行 比较 ,我 们 得 到 相应 的 诸 量 站 为 


南 ( 妆 + 总 )Ar, 志 型 
> T(t AV, 训 六 -AV. (132. 9) 


现在 容易 求 得 系数 yao, 由 
z ya Ct) Yo ta) =(Va0t Va) Gti— ta), (132. £0) 

立即 可 得 出 所 要 求 的 关联 式 ; 参看 SP(121. 10 a). 这 里 的 平均 ,应 
理解 为 通常 统计 意义 上 的 平均 ,也 就 是 对 这 些 量 在 时 刻 与 和 i 所 
有 可 能 值 的 概率 取 平 均 ; 对 于 给 定 的 差 值 1 一 ee 写成 对 上扬 
或 包 取 平均 . 

我 们 首先 要 指出 , 在 公式 (132. 4) 中 ， 根 本 不 包含 有 oi 与 温 
度 梯 度 之 间 的 关系 或 g 与 速度 梯度 之 间 的 关系 的 项 ， 这 就 表明 相 
应 的 系数 yes 为 零 , 因 而 由 (132.10) 得 | 
+ 354. 





不 7 和 本 i 
i 
汉 = ei epee 一 一 cos 





Smlr 61) 9 Cr £2) =0, (132.11) 

就 是 说 , sis 和 gi 的 值 完 全 是 互 不 相关 的 (r 和 7; 为 流体 中 两 点 的 
坐标 ). 

其 次 ,车 gt 和 亢 区 -AP 的 值 取 自 不 同 的 体积 AP， 则 这 两 个 
量 之 间 相 关 的 系数 为 零 ; 若 取 自 同一 体积 ， 则 系数 为 xT?6;:/AT., 
于 是 有 

giCrt1) gr(ros ta 一 0 如 果 Tizra， 
gi(r, t1) g(r, t2) = A Sg KEG (ti ty), 

现在 取 极 限 1 

Vi(riy t1) ge (Ts, t2) =2KT?OW0 (ti—12)06(r1—?2),. (132.12) 

最 后 , 类 似 地 , 我 们 可 以 求 得 随机 应 力 张 量 分 量 之 间 的 相关 公 
式 为 


一 27[L7 (6; 6 + OimOr1) 二 (€—3D dwdim]dr i —?;) 


6(t1—t,). (132. 
公式 (132.11) 一 (132.13) 给 出 了 该 问题 的 解 (JI 古 . 朗 道 


M. 栗 弗 席 兹 ,1957)@. 
这 些 公式 可 以 改写 为 用 有 关 量 的 传 里 叶 时 间 分 量 来 表示 ， 涨 


落 量 za(t ) 的 傅 里 时 分 量 定义 为 
Yo -直人 zt)e'e dt, zat)=| ooo do (132. 14) 
参看 SP § 118， 对 于 这 样 定义 的 分 量 yc。 和 %o。， 我 们 有 
Yaw Yoo ’ =F (Vent poe)d 0+ 0); 


 @ 阁 要 转换 到 普通 的 温度 测量 单位 ( 讼 ), 必须 用 /77 蔡 换 刀 用 Kk/% 赫 换 k ,这 里 


上 是 玻 耳 将 曼 常数 
9 F355 9 





参看 SP (121. 10). 于 是 ,用 元 -6(o 十 ao 代替 6(t 一 如 ) ,我们 得 到 


的 是 下 列 三 个 方程 ,而 不 是 前 面 的 (132. 11) 一 (132.13) ， 
Siko (TO gro' (Ta) 一 0， (132. 15) 


rp PE Tn6(r reoto ), (132. 16) 
Si OTI)Simo' (7,) 
=T {nudimt dindn) + (6— Qn)dndim | 


(Tr;—73)6(0+w'). (132. 17) 
为 了 将 这 些 公式 推广 到 量子 化 涨 落 的 情形 ， 只 人 须 在 公式 (132. 15) 
一 (132.17) 的 右边 包含 一 个 因子 (hw/27T)cth(Nw/27T); 参看 SP 
(124. 21)。 当 粘性 和 导热 呈现 频 散 现象 时 , 则 mn,E，* 为 频率 的 复 
图 数 ， 不 难 证 明 , 如 用 图 数 n(@), E(w) ,Kk(w@) 的 实 部 代替 7，6 x«， 
则 公式 (132.15) 一 (132,17) 可 作 相 应 的 推广 , 


§ 133. 无 限 介质 中 的 涨 落 

上 面 求 得 的 公式 原则 上 给 出 了 任何 具体 情况 下 的 涨 落 ， 这 个 
问题 解法 如 下 .把 si; 和 gg 视 为 坐标 和 时 间 的 已 知 函 数 ， 加 上 适 
当 的 流体 力学 边界 条 件 ， 我 们 就 可 从 形式 上 求解 0"，p，… 的 方程 
(132. 0) 一 (132.3)， 由 此 , 我们 可 得 2, p,… 作 为 st 和 的 线性 
函数 ， 因 此 ,任何 作为 v,p,… 的 二 次 (或 双 线性 ) 函数 的 量 均 可 用 
si 和 8 的 二 次 函数 表示 , 并 且 可 由 公式 (132.11) 一 (132:13) 计 算 
其 平均 值 ; 在 最 后 的 结果 中 不 出 现 辅助 量 se 和 &. 

作为 刚才 所 述 方法 的 一 个 说 明 ， 我 们 来 研究 咎 目的 无 限 介质 
中 的 压力 涨 落 , 设 此 介质 的 第 二 粘性 系数 5(o) 很 大 ， 它 呈现 频 散 
性 ; 相 比 之 下 , 假定 普通 粘性 和 导热 的 影响 都 可 以 略 去 ( 8 78 所 述 
的 条 件 下 可 能 发 生 那 种 情况 )， 
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将 所 有 的 (已 经 对 时 间作 傅 里 叶 展 开 的 ) 量 展 成 空间 的 传 里 叶 
积分 ， 即 可 解 出 方程 (132.1) 一 (132.3); 就 任何 量 f(r) 而 言 
可 令 - 

fnD= | frexplik.r)dk, dk=dkakdks, (133.1) 
式 中 ， 

fi jE 3|f(r)exp(—ik: "7T)adV. (133. 2) 
傅 里 叶 分 量 的 相关 函数 可 立即 由 这 些 量 本 身 的 相关 国 数 求 得 ， 例 
如 ,者 














. f(r)f (rs) =A6(T—7,), (133. 3) 
则 es z 3 
es | , 

Fr = oy | | Fer Fr expL— iker tk ra)]aVay, 
二 C2775 | 一 roexp[ 一 Ri +k’.r,.) ladV dv, 

yr expL iCk + kh) me， 

或 者 最 后 写 为 

fof = 六 3 一 一 一 (中 十 RD) (133. 4) 


等 别 是 ,我 们 (在 这 种 情况 下 ) 只 保留 公式 (13, 217) 中 的 二 项 ,就 可 
得 出 代替 该 公式 的 表达 式 如 下 : 
ET = Re(0) 60 to dk +k’). 
(133. 5). 
在 上 述 ( 热 导 率 很 小 ) 的 条 件 下 ， 雯 的 变化 对 压力 的 变化 的 影 
啊 比较 小 ; 所 以 ,压力 涨 沙 可 当 作 是 绝热 的 . 因此 , 可 写 则 (132 1) 


的 线 化 方程 为 
e 357 ， 
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1 90p L 
2 D1 一 十 pV:'O0U = 0， 


起 申 6p, 6 为 压力 和 速度 的 涨 洲 , p 为 平衡 密度 ， 而 co ,为 由 平 入 
状态 方程 算出 的 声速 ($ 78)， 取 时 间 和 空间 的 傅 里 叶 分 量 , 便 有 


一 号 6pk 十 PROwox 一 0 (133. 6) 
0 


类 似 地 ,方程 (132. 2) 变 为 
一 OD(6pi) ,8 = — kdp, sti iO KR.oOv, Eksit, (133.7) 
式 中 ,6(w) 可 由 比如 公式 (78. 6) 加 以 定义 . 
为 了 求 得 67。4, 我 们 用 点 乘 方程 (133. 7): 
—wphk.0v, r= — hop, 十 NODpg) + kiksir, 
并 用 (133. 6) 消 去 尺 .Om。x， 其 结果 为 





Op 8 st 一 
k? ee 2 Ck? 了 
0 DC0 


最 后 , 作 乘 积 6p。x6z。x 并 借助 于 公式 (133. 6) 取 平均 ,得 
Tes Ree(o) Co 十 ODS +hk’) 


人 


Op kOp gp’: 4 六 来 阅 ， 
本 如 员 元 2 ca a | OO a 
1e3— Pe 2 CD G4 号 十 ia | 





(133. 8) 
例如 , 若 用 (78. 6) 替 换 上 式 中 的 5(w), 我们 得 
TDpci(c: 一 ct)6(o@ 十 o')6( 玉 十 +k') 


ee i 
6psrOp,'r’ = Ea 
[: [2 Sx 
(ei- 径 ) + or? (es— 入 ) 





(133. 9) 
末了 ， 我 们 来 说 明 怎样 由 (133. 8) 导 出 流体 中 给 定点 上 压力 涨 
落 均 方 值 的 常用 的 (经 典 的 ) 公 式 . 为 了 简化 计算 ， 我 们 假设 。3 


% 无关 吃 . 


@ 实际 上 ,该 (经 典 的 ) 结 果 与 函数 5(@9) 的 形式 无 关 ; Ee 
数 的 那些 性 质 , 只 不 过 是 在 任何 情况 下 都 应 有 的 性 质 (参看 SPy122)。 
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按照 公式 (132.14) 和 (133. 2) 从 傅 里 时 表达 式 转 回 到 函数 67 
(7)， t1) ,0p(7,, 12) 本 身 ， 并 取 t 一 ?三 t, 我 们 可 写 出 
PE 
xexpi—i(®+o')t lexp[i(k.ritk’.r,Jdodw'dkak’ 
这 里 ,必须 将 (133. 8) 代入 ， 由 于 被 积 函 数 中 含有 因子 S(o+ ww')， 
所 以 , 对 整个 频率 范围 积分 后 ,所 得 到 的 结果 只 是 在 被 积 国 数 中 用 
零 代 替 @ 十 o"， 第 二 积分 给 出 @ 








a 08 S40 
| ; Oe 2 0 加 
(oi 入 一 i6 人 oi 一 仿 +29) 
“于 是 ， | z 
Sp(T1, t) 09 (7,, t) = To se +k’)exp[i (kr +hk’'.r,)] 
dkdak' 
-fjexpLik. (rT1—72) dk 
一 D2c56G(7r: 一 7 ) (133. 10) 


这 就 是 所 要 求 的 结果 : 在 一 个 小 体积 AF 上 对 (133. 10) 取 平 均 ， 
我 们 得 z 
ci 


一 一 了 PT 
(Op) “Ee 5 
它 与 热力 学 的 公式 一 致 ,参看 SP(111. 11)， 


@ ”例如 , 取 积 分 路 线 为 复 变数 心平 面 中 一 个 大 的 半 国 ,和 通过 留 数 的 计算 , 很 容易 
算出 这 个 积分 ， 
se .359 。 
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管道 中 ~~75 
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声音 绕 射 76 “ 
声音 散射 76 
小 球 引 起 的 全 76W 
液 滴 引 起 的 ~~76W 
声速 63 
当地 一 79 . - 
两 相 系 统 中 一 63W 
相对 论 和 ~126 
高 温 气 体 中 ~ 一 63W 
声速 面 110 
攻 角 46 
芬 努 线 91T 
两 平面 交角 附近 的 势 流 10W 
连续 方程 15 
不 可 压缩 流体 的 ~10 
声波 的 ~63 ， 
层 流 边界 层 的 ~39 
相对 论 的 ~126 
柱 坐 标 中 的 ~15 
球 坐 标 中 的 ~-15 
渠道 中 运动 的 ~13,100 


混合 气体 中 某 一 组 分 的 ~57 


管道 中 流动 的 ~75 
炉 的 ~2 
薄膜 的 ~62 
伯 努 利 方程 5 
不 可 压缩 流 的 ~10， 
相对 论 的 ~126W 
势 流 的 ~9 
理想 流体 的 ~5 
位 移 厚 度 392,41 
应 力 张 量 15 
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不 可 压缩 流体 中 的 ~ 后 
柱 坐 标 中 的 全 15 
球 坐 标 中 的 全 15 
粘性 ~ 人 -15 
间断 81 
切 向 全 9,30,81 
切 向 ~ 与 激 波 磁 扩 93 
压缩 一 82Z 
初始 条 件 的 一 93 
弱 全 89 
弦 一 与 过 渡 曲 线 相 交 113 
弱 入 与 激 波 相交 102 
-凝结 间断 124 
冰 断 面 81 
切 向 一 的 相交 101Z 
切 向 ~ 的 稳定 性 30, 61W, 81 
等 温 ~88 
间断 而 上 的 边界 条 件 81 
间断 面 的 相交 IX 
理想 气体 80 
理想 气体 中 的 激 波 85 
理想 气体 中 的 爆 又 121 
理想 气体 在 管道 中 的 流动 92W， 
94W 
理想 气体 的 一 维 流动 98 
理想 气体 状态 方程 80 
理想 气体 定常 流动 80 
理想 气体 热力 学 关系 式 80 
理想 气体 通过 加 热管 的 流动 90W 
阻力 11,21 
大 雷诺 数 下 ~45 
”机 器 一 116,117,119 


波 一 11,115 
诱导 一 47 
耗 散 ~~24 
振动 物体 一 24 
惯性 一 24 
缓慢 运动 物体 阻力 20 
阻力 系数 39, 44, 47 
阻尼 系数 25 
屁 迹 21 
层 流 ~~21 
汕 流 ~.36,37W 
灌流 一 的 吸 缩 45 
层 流 27 
层 流 边界 居 39 
可 压缩 流体 ~ 人 92 
平板 全 39 
收缩 渠道 中 的 一 39W 
管道 中 的 一 39 
层 流 边界 层 的 稳定 性 41 
层 流 尾 迹 21 
张 量 7 
动量 通 量 密度 ~7 
应 力 一 15 
单位 ~7 
能 量 -动量 ~~125 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 15 
柱 坐 标 中 的 全 15 
球 坐 标 中 的 习 15 
纵波 63 


八 划 
表面 压力 60 


表面 压力 的 拉 普 拉 斯 方程 60 


表面 张力 系数 60 

表面 张力 波 61 

表面 张力 重力 波 61W 

表面 现象 VII 

环 量 8 

环 量 守 恒定 律 8 

雨 贡 尼 奥 绝热 线 82 

拐角 绪 流 104 

热流 9, 106 
气体 全 106 
相对 论 僵 126 
理想 流体 ~ 9 

拉 巨 尔 喷 管 90 

拉 格 朗 日 变量 2W 

欧 拉 方 程 2 
声波 的 一 63 
相对 论 的 126 
理想 流体 的 全 2 

欧 拉 - 特 里 科 米 方程 110 


欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 110 


固有 参考 系 125 
物理 平面 108 
页 量 11 
实际 一 1LW 
诱导 一 11W 
诱导 一 张 其 11 
虚 ~11W 
质量 通 量 密度 1 
浅水 理论 100 
沼 肃 于 公式 17 
泊 松 公式 71 
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波长 12 
波 和 关 23 
波 包 64,66, 89 
波动 方程 13,63 
波动 方程 的 通 解 71 
波 阻 11,115 
波 的 相位 63 
波 的 傅 里 时 分 量 63 
波 型 94 
波幅 63 
波 数 12,75;78 
定常 流动 80 
气体 ~80, 107 
定常 流动 的 稳定 性 26 
驻 点 10 
驻 点 附近 的 边界 层 39W 
驻 点 附近 理想 流体 运动 10W - 
iF 划 
柯 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 霍 夫 定 律 32 
相对 论 运动 方程 126 只 
相对 论 声速 126 
相对 论 流体 动力 学 XY 
耗 散 过 程 的 全 127 
相对 论 能 量 -动量 张 量 125 
相对 论 激 波 126W 
相似 性 39 
一 维 流 动 中 的 一 92 
层 流 边界 层 中 的 一 39 
绕 圆锥 流动 中 的 盖 10 
相似 律 19 站 
传 热 的 53 





高 超声 速记 119 
粘性 流体 的 盖 19 
跨 上 声速 信 118 
相 速 度 66 
临界 速度 80 
超 流体 的 一 130 
王 标 7 忆 
重力 波 12 
重力 长 波 13 
复 速 度 10 
复 速 度 势 10 
复 振幅 63 
急流 100 
恰 普 雷 金 方程 108 
完全 气体 的 全 108 
跨 声 速 流 动 的 一 11 
”活化 能 120Z 
洛 强 斯 基 定 律 38 
穿 透 深 度 24 
误差 函数 52 
费 马 原 理 67W 
绝热 流动 2 
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格林 公式 7Z 
格拉 肖 夫 数 56 
速度 三 元 相关 33 
速度 平面 108 
速度 环 量 8 
速度 的 9 
速度 的 波 节 68 
速度 的 波 腹 68 
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速度 相关 33 
速度 图 变换 108 
振动 68 

本 征 ~68 

自由 一 68 

强迫 一 68 
振动 (或 振荡 ) 24 
平面 的 一 24 
半 平 面 的 ~24 
有 限 介质 中 的 一 68 
声音 全 63,73 
理想 流体 中 物体 一 9 
球 的 一 11W 
粘性 流体 中 的 一 24 
简 并 ~ 人 61 
热力 学 关系 式 10 
热 一 机 械 效应 129 
粘性 流体 的 全 129 
普通 流体 的 全 129 忆 
热 导 率 49 
热 爆炸 理论 50 
圆锥 绕 六 105 
氢 的 超 流动 性 128 
特征 面 79 
特征 线 79 ， 
一 维 不 定常 流动 的 一 9 
二 维 定常 流动 的 一 79, 109 
从 某 点 发 出 的 ~~79 
到 达 某 点 的 一 79 
射流 10W 
出 自 狭 颖 的 一 10W 
浸没 层 流 ~~23 
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浸没 满 流 ~38 理想 流体 的 ~6 


注 流 入 35 粘性 流体 的 ~~49 
高 超声 速 流动 119 
高 超声 速 流动 相似 律 119 十 一 划 
涟 波 61 
涡 面 9 理想 流体 2 
涡 量 9 接触 角 60 

深 流 流动 中 的 ~34 虑 点 源 72 
流体 动力 学 1 悬浮 流体 22 


悬浮 流体 的 粘性 22 


流体 动力 学 中 的 涨 落 XYIIT 

流体 质点 1 基 浮 粒子 的 扩散 59 

流体 周 线 8 基 浮 粒子 的 动 性 系数 59 

流体 静 力 学 3 偏 航 角 117 

流 线 5 粘性 II 

流线型 物体 46 粘性 系数 15,49 

流线型 物体 绕 流 46, 115 动力 ~15 

流线型 物体 超声 速 绕 流 115 运动 ~15 

流芳 数 10, 15 第 二 一 78 

流量 17,90 满 流 ~31 

涨 落 XVII 粘性 底层 42 
无 限 介质 中 的 全 133 粘性 流 15 

能 量 方程 6 粘度 78 

能 量 一 动量 张 量 125 烩 2 

能 量 耗 散 16 混合 长 度 理论 35 
声音 骸 收 中 的 ~77 混合 流动 110 
相对 论 的 ~127 混合 流体 57 
粘性 流体 中 的 ~~16 混合 流体 的 动力 学 方程 57 
超 流体 中 的 全 130 随机 量 132 
庙 流 中 的 31, 42 

能 量 通 量 密 庶 6 于 讽 
| 超声 束 绕 机 村 流动 117 
相对 论 的 一 125 超声 速 绕 尖 前 物体 流动 115 
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超声 速 绕 拐角 流动 104 
超声 速 绕 物体 流动 114 
超声 速 绕 圆 锥 流动 105 
超声 速 流动 79 
超 流 体 128 
超 流 体 中 正常 流动 部 分 128 
超 流 体 中 声音 传播 131 
超 流 体 中 超 流 体 部 分 128 
超 流 体 的 主要 特性 128 
超 流 体 的 动力 学 方程 130 
超 流 体 的 热 一 机 械 效 应 129 
超 流 体 流 动 128 
斯 托 殉 新 公式 20 
斯 特 鲁 哈 数 19 
喷 管 90 
拉 瓦 尔 ~90 
程 笨 66 
稀疏 波 92 
一 维 不 定常 中 心 ~~96 
一 维 不 定常 ~92 
二 维 定常 中 心 ~ 一 107 
二 维 定常 ~~101, 107 
等 温 一 92W 
稀 政 波 中 流 线 形状 101W 
竺 烂 流动 2 
傅 里 时 方程 50 
普 朗 特 数 53 
扩散 的 ~~54W 
涡流 III 
小 尺度 一 32 
火焰 的 一 120 
各 向 同性 ~~32 


充分 发 展 的 ~31 
局 部 ~32 

淇 流 与 统计 力学 比拟 31 

汕 流 区 34 

洪流 尺度 32 

满 流 边界 层 44 
平板 下 44 

汕 流 导热 54 

涡流 尾 迹 36,37 

涡流 尾 迹 的 收缩 45 

满 流连 续 谱 27 

洪流 的 出 现 27 

涡流 射流 35,36W - 

涡流 离散 谱 27Z 

洪流 流动 27 
管道 中 心 43 

浇 流 粘性 31 

强 爆炸 理论 99 

强 激 波 99 

缓 流 100 


十 三 划 


雷诺 数 19 

气体 动力 学 的 ~~79 

临 夫 一 26, 27 

油 流 涡 的 31 
零 粘 性 理论 23Z 
频率 12, 26 
跨 声速 相似 律 118 
锥 型 匾 105 
奥 森 方程 20 
和 群 速度 662 
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十 四 划 
稳定 性 4 
不 发 生 对 流 的 一 4 
火焰 的 一 120 
切 向 间断 的 一 30 


两 旋转 圆柱 面向 流动 的 ~~28 


层 流 边界 层 的 一 41 
定常 流动 的 ~26 
管道 中 流动 的 一 29 
激 波 的 一 84 
管道 中 声音 吸收 77W 
管道 中 声音 传播 75 
管道 中 的 层 流 边界 层 39 
管道 中 的 相似 流动 92 
管道 中 的 湛 流 43 
管道 中 的 缓慢 兢 烧 120 
管道 中 的 爆 龙 122 
管道 中 流动 的 连续 方程 75 
管道 中 流动 的 特征 线 96 
管道 中 粘性 气体 的 流动 91 
管道 的 阻力 系数 43 
管道 的 阻力 律 43 


十 五 划 


歼 坚 不 变量 79, 109 
焙 2 

粹 通 量 密度 2 

炉 增 律 82 


十 六 划 
侍 可 夫 斯 基 定 理 37 
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| 储 可 闪 斯 基 一 丛 普 雷 金条 体 全 


备 盖 特点 121, 122 
燃烧 120 本 
液 面 上 的 一 120W 
淇 流 人 120 
缓慢 ~~120 
燃烧 流体 动力 学 XIT 
燃烧 带 120 
激 波 IX 
正 ~~82Z 
由 某 点 发 出 的 一 79 
居 亿 114 
完全 气体 中 的 一 85 
声波 中 形成 的 全 94, 95 
到 达 某 点 的 全 79 
相对 论 全 126W 
绕 物 体 流 动 形成 的 全 107,，114 
弱 一 83,106 
余人 32Z 
强 一 99 
爆 龙 中 的 一 121 
向 波 上 的 边界 条 件 81 
激 波 上 量 的 变化 84 
激 波 与 切 向 间断 面 碰 扩 93Z 
激 波 与 过 渡 曲 线 相交 113 
激 波 与 物 面相 交 103 
激 波 与 弱 疗 类 面相 交 102 
激 波 与 弱 间 断面 碰撞 93 乙 
袜 波 后 面 的 势 流 106 
激 波 后 沿 82 
激 波 极 线 86 
激 波 阻尼 95 
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激 波 的 马 夫 反 射 103 
激 波 的 正规 反射 103 十 九 划 


激 波 的 反射 93W 爆 雁 121 
激 波 相交 101, 102 管道 中 的 ~~122 
激 波 追 赶 93 螺旋 一 122 
激 波 前 沿 82 爆 彼 波 121 
激 波 绕 射 103Z 过 压 全 122 
激 波 绝热 曲线 82 ”理想 气体 中 的 一 121 
激 波 厚度 87 爆 效 波 的 反射 122W 
激 波 磁 擅 102 爆 灰 波 的 稳定 性 123 
激 波 稳定 性 84 爆 释 绝热 曲线 121 
凝结 间断 124 
外 文 开 头 
十 七 划 

1 点 128 

虽 展 37 
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